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SMPRESO EN LA ARGENTINA 


PROLOGO 


La ensehanza de los con fen id os fundam'entaies del algebra actual y el uso de su 
peculiar terminoiogfa son una realidad en todos los cursos basicos a nivef universitario 
V profesoraL Creo que hay dos razones principaies que dan credito a esa determi¬ 
nation: una asociada al progreso de las tiencias , a la unidad conceptual y, en ultima 
instanc/a, af mundo de la Inteligencia; la otra vinculada estrechamente a sus aplka- 
ciones en cast todas las discip/inas de in teres practico y de vigentia cotidiana. 

No escapan a estas consideraciones fas dificultades que se presen tan initialmente 
ante lo que es, de alguna manera, nuevo. Precisamente esa constancia me ha movido a 
redac tar este texto elemental de algebra , en ei que he procurado desarroilar sus con te¬ 
nt'd os con una metodologfa que estimo apropiada . Se han intercalado ejemp/os que , 
ademas de ilustrar la tear fa, hacen posibfe la adquisicion de metodos adecuados de 
trabajo. Un detalfe que juzgo de in teres para los lec tores es fa respuesta que se da a ios 
problem as propuestos, o a / menos fa sugerencia de pautas para las demostraciones que 
figuran en Jos trabajos practices. 

Doy testimonio de mi agradecimiento a los amigos que me han ayudado y 
estimulado en esta tarea, y a la Editorial EL ATENEO ; cuyo personaI no ha esc ati- 
mado esfuerzos para resolver las dificultades inherentes a fa publication del texto. 

s? 

ARMANDO Q„ ROJO 
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Capttuio 1 


NOCIONES DE LOGICA 


1.1. introduction 

- ■? SZST* £S# VS* * «— • 

cuyo uso estara presente en todo el texto. 

1.2. PROPOSICIONES 

Consideramos las siguientes oraciones: 

1. 0 Quien viene? 

2 . Detengase 

3. El calor dilata los cuerpos 

4 . 4 es un nomero impar 

5. Juan ama la musica 

6 . La musica es amatia por Juan 

„ tr , a de sen «n»ciones difesentts, uiu. interrogate. ««a orden v «» 
se uata _«* nrimms no podemos deck que scan verdaaeras n» «W». 

declarativas De las dos p P or(Jen uede ser cumpdda o no. En 

zrm “», **» fcd ' a “ 

Sedm. o ft to. A «» w 

*n ee tod* oatton ^ de I. «-l P»*d. ded. » « «—» » 

falsa. 
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NOCIONKS DE LOGICA 


Es decir, proposicion es toda oracion dedarativa. Toda proposicion esta asociada 
a un valor de verdad, el cual puede ser verdadero (V) o bien falso (F). Las oraciones 
(5) y (6) son diferentes desde el punto de vista gramatical; el objeto directo de la 
(5) es el sujeto de la (6), pero ambas tienen el mismo signiflcado, y las 
consideramos eomo la misma proposicion, Podemos decir entonces proposicion es el 
signiflcado de toda oracion dedarativa. 

1.3. NOTACIONES Y CONECTIVOS 

Las proposieiones genericas son denotadas con las letras p, q % r, etc. A partir de 
nrcfposirinnes simples es posihie generar otras. simples o compiiestas. Es decir. se 
puede operar con proposieiones, y segun sean tales operaciones se utilizan ciertos 
simbolos, llamados eonectivos logicos. 


Co meet iv© 

Operacion asociada 

Significado 

-V 

Negacion 

no p o no es cierto que p 

A 

Conjuncion o producto logico 

p y R 

V 

Disyuncion o suma logica 

P o q (en sentido incluyentej 

** 

Implicacion 

p implica q o si p. entonces q 

o 

Doble implicacion 

p si y solo si q 

V, 

Diferencia simetrica 

p o q (en sentido excluyente) 


1.4. OPERACIONES PROPOSICIONALES 

Defmiremos las operaciones entre proposieiones en el sentido siguiente: dadas 
ana o dos proposieiones, cuyos valores de verdad se conoce.n, se trata de caracterizar 
la proposicion resuitante a traves de su valor de verdad. Se supone que en la 
eleeeion de estos valores se tiene en cuenta el buen sentido. 

1.4.1. Negadon '< 

Definition 

Negacion de la proposicion p es la proposicion (no p), cuya tabla de 
valores de verdad es 



Se trata de una operacion unitaria, pues a partir de una proposicion se obtiene 
tra, que es su negacion. 


OPERACIONES PROPOSICION ALLS 


3 


Ejemplo 1-J. 

La negacion de 

es 

o bien: 


p : todo hombre es honesto 
: no todo hombre es honesto 
~p ; no es cierto que todo hombre es honesto 
: hay hombres que no son honestos 
: existen hombres deshonestos 


la cual es V, ya que la primera es F. 


1.4.2. Conjuncion 
Definicion 

Conjuncion de las proposieiones p y q es la proposicion p a q (p y q) K cuya 
tabla de valores de verdad es 



La tabla que define la operacion establece que la conjuncion solo es verdadera si 
io son las dos proposieiones componentes. En todo otro caso es falsa. 


Ejemplo 1-2. 

Si declaramos 

i ) 3 es un numero impar y 2 es un numero primo 
se trata de la conjuncion de las proposieiones 


p : 3 es un numero impar 
q : 2 es un numero primo 


y por ser ambas verdaderas, ; la proposicion compuesta es V. 

ii) hoy es lunes y manana es jueves 
esta conjuncion es F, ya que no coexisten las verdades de p y q. 


1.4.3. Disyuncion 
Definicion 

Disyuncion de las proposieiones p y q es la proposicion p v q (p o q) cuya 
tabla de valores de verdad es 






NOCiONES DE LOC.ICA 


OPKRACIONI-.S PROPOSICtONALES 


p 

q 

V v q 

V 

V 

V 

V 

F 

V * 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


P 


P 4 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F ! 

V 


La conjuneion o es utilizada en sentido incluyente, ya que la verdad de la 
disyuncion se da en el caso de que a! menos una de las proposiciones sea V. En e! 
lenguaje ordinario la palabra o es utilizada en sentido excluvente o incluyente. 

La ambjguedad se eiimina con la eleccion del simbolo adecuado. 

En matemitica se utiliza la disvuncion definida por la tabla precedente la .-uni 
agota toda posibilidad. 

La disyuncion solo es F en el caso en que las dos proposiciones componentes 
sean falsas. 


Ejemplo J-3. 

i ) hoy es lunes o martes 

representa la disyuncion^de las proposiciones p: hoy es lunes y q: hoy es martes. El 
sentido de la conjuncion'o es exlcuyente, ya que p y q no pueden ser simultanea- 
mente verdaderas. No obstante, la proposicion compuesta puede analizarse a la luz 

de la tabla propuesta, a traves de los tres liltimos renglones, y sera falsa solo si las 
dos lo son. 

u ) regalo ios libros viejos o que no me sirven 
es !a disyuncion de las proposiciones 

p : regalo los libros viejos 
q : regalo los libros que no me sirven 

El sentido del o es incluyente, pues si en efecto regalo un libro que es viejo. v 
que adenias no me sirve. entonces# y q es V, 

hi) 3 es un numero impar o 4 es un numero primo 
es una propoposicion V, pues la printera es V. 

.1.4.4. Implicacion o Condiciona! 


Definition 

Implicacion de las proposiciones p y q es la proposicion p => q (p implica q 
si p entonces q) cuya tabla de valores de verdad es 


Las proposiciones p v q se Hainan antecedente y consecuente de la implicacion o 
condiciunal. La implicacion usual en maiematica es formal en el sentido de que 
no es necesario que el consecuente se derive logicamente del antecedente, euando 
esto ocurre. ia implicacion se Hama materia! y queda inciuida en la primera. 

Las tablas de valores de verdad se definen arbitrariamente, pero respetando el 
sentido comun. Enunciamos la siguiente proposicion: 

-SI apruebo ei examen. ENTONCES te presto el apunte” (1) 

Se trata de la implicacion de las proposiciones 

p : apruebo el ex amen 
q : te presto el apunte 

Interesa inducir la verdad o falsedad de la implicacion ( 1 ), en terminos de la V o 
F de las proposiciones p y q. El enunciado ( 1 ) puede pensarse* como un 
compromiso, condicionado por p. y podemos asociar su verdad al cumplimiento del 
compromise. Es obvio que si p es F, es decir, si no apruebo el examen, quedo 
liberado del compromiso, v preste o no preste ej apunte la proposicion ( 1 ) es V. Es 

decir, si el antecedente es F, la implicacion es V. 

Si p es V, en cuyo caso apruebo el examen, y no presto el apunte, el compromiso 
no se cumple, y la proposicion (1) es entonces F. Si p y Q son V, entonces la 
implicacion es V porque el compromiso se cumple. 

De este modo.^la implicacion solo es falsa cuando el antecedente es V y el 

consecuente es F 
Esempio 

i ) si hoy es lunes, entonces mahana es martes 
es la implicacion de las proposiciones 

p : hoy es lunes 
q : manana es martes 

Como no puede darse antecedente V y consecuente F, la implicadon es V. 

ii) 1 = - 1 =* l 2 = (-D 2 

es V por ser el antecedente F. 
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NOCIONES Dt LOGICA 


1,4.5. Doble impiicacion o bicondicional 
Definition 

Doble impiicacion de las proposiciones p y q es la proposition p ** q (p si y 
solo si q ), cuya tabla de valores de verdad es 


p q 

p q 

V V 

V 

V F 

F 

F V 

F 

F F 

V 


La doble impiicacion o bicondieionai solo as verdadera si ambas proposiciones 
nenen el mismo valor de verdad. 

La doble impiicacion puede definiise como la conjuncidn de una impiicacion y su 
reciproca. De este mode, la tabla de valores de verdad de p q , puede obtenerse 
nv^diante la tabla de (p *> q) a tq ^ p), como sigue 


P q 

P =* q 

<4 =* P {p => q) A (q => p) 

V V 

V 

V V 

V F 

F 

V F 

F V 

V 

F F 

F F 

V 

*V V 


Ijempio 1-5. 

i) T es equilatero si y solo si T es equiangulo 
es la doble impiicacion de las proposiciones 

p : T es equilatero 
q : T es equiangulo 

Toda vez que p sea V, tambien lo es q, y analogamente, si p es F, q es F. De 
modo que la doble impiicacion es V, --- 

ii) a ~ b si y solo si a 2 = b 2 
ias proposiciones son 

p : a - b 
q : a 2 - b 2 

la doble impiicacion propuesta es falsa si p es F y q es V. En ios demas casos es V. 


CONDIOONES NECESARIAS V SUFIQENTES 
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1.4.6. Diferencia sim6trica 
Definition 

Diferencia simetrica o disyuncion excluyente de las proposiciones p y q es la 
proposicion p & q (p o sentido excluyente) cuya tabla de valores de 
verdad es 



La verdad de p v q esta caracterizada por la verdad de una y solo una de las 
proposiciones componentes. , 

Es claro que p ^ q equivale a la negacion de p q. 


1.5. CONDIOONES NECESARIAS Y SUFICIENTES 

Consideramos la tabla de valores de verdad de la impiicacion 


P m <? 

P ** R 

V V 

V 

V F 

F 

F V 

V 

F F 

V 


Hay tres casos en que p => q es V, y entre eilos hay uno en que p es V, en el 
cual resuita q verdaderab Es obvio que nos referimos al primer renglon de la tabla, y 
se tiene que si p => q es V y p es V, entonces q es V. Se dice entonces que el 
antecedente p es condition suficiente para el consecuente q. 

En cambio, si pPes>F, nada podemos decir de q, puesto que puede ser V 6 F. Por 
otra parte, cuando p q es V, si q es V, entonces p puede ser V o F; mas para 
que p sea V se necesita que q lo sea. Se dice entonces que q es con dj ciori j jgcesaxia— 
para p. 

Resumiendo, si p => q es V, entonces p es condicion suficiente para q y q 
condicion necesaria para p , 

Estas condiciones suelen expresarse asi: 

q si p (condicion suficiente) 
p solo si q (condicion necesaria) 
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Ejemplo 1-5, 

La siguiente implicacion es V: 

“SI T es equilatero, ENTONCES T es isosceles” 

En esie caso p : T es equilatero 

q : T es isosceles 

y p es condicion suficiente para q, es decir, que un triangulo sea equilatero es 
suficiente para asegurar que sea isosceles. For otra parte, T es equilatero solo si es 
isosceles; es decir, que un triangulo sea isosceles es necesario para que sea equilatero. 
Sea aliora la doble implicacion p q, es decir (p =» q) \ { q p). Si 
p o q es V, entonces p q es V y q =► p es V. Se tiene, atendiendo a la 
primera, que p es condicion suficiente para q\ y, teniendo en cuenta la segunda 
implicacion, ocurre que p es condicion necesaria para q. 

Es decir, si p q es V, entonces el antecedente p es condicion necesaria y 
suficiente para el conseeuente q. 

Analogamente, en el caso de doble implicacion verdadera, el conseeuente q es 
tambien condicion necesaria y suficiente para ei antecedente p, 

Ejemplo 1-7. 

La propcsicion 

‘T es equilatero SI Y SOLO SI T es equiangulo” 

es la doble implicacion de las proposiciones 

p : T es equilatero 
q : T es equiangulo 

Aquella es V, y cualquiera de las dos proposiciones es condicion necesaria y 
suficiente para la otra. 

1.6. LEYES LOGIC AS 

Consideremos la proposicidn 

[ip q) * pj q * CD 

cuya tab la de valores de verdad es: 


P q 

p =*• q 

\p ** q) A p [(p ** q) a p] ** q 

V V 

V 

V V 

V F 

F 

E V 

F V 

V 

• F V 

F F 

V 

F V 


LEYES LOGICAS 
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t n 'I es V independientemente oe los valores de verdad 

0 “ v “*'■"*» ,ue s “ " ’* lor d ' ve, “ * P Ei 
F. 1“ » F & di “ C00, ' a ' 

diccion. , las siguientes leyes o tautologies cuya 

En el caiculo P" opos!C ‘® n fecci6n de !a correspondiente tabla de valores de 
deniostracion se reduce a la conteccion ae 

verdad: 


t6l Involucion 


- ( ~p) P 


el modo de leerla es: “no, no p, equivale a p”. 


j. 6.2. Idempotencia 

(p A p) ~ p 
(p V P) ° P 

1.6.3. Conmutatividad 

a) de la disyuncion P v q Q v P 

b) de la conjuncion P a q ** Q A P 

1.6.4. Asociatividad 

a) de la disyuncion 

(p v q) v r op v (c? v r) 

b) De la conjuncion 

in .*> • r «* P •' il l ' r\ 

1,6.5. Distributividad 

a) de la conjuncion respectode la disyuncion 

(p V q) A r (p A r) V (q a r) 

b)de la disyuncion respectode la conjuncion 

(p a q) V r <*• (P v r) a (<7 ‘ v r) 
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N GO ONI is DE LOGICA 


IMPLICACfONLS ASOCIADAS 


1.6.6. Leyes de De Morgan 

a) La negacion de una disyuncion es equivalente a la conjunct de las negaeiones 

~ (P v Q) o a ~q 

b) La negacion de una conjuncion es equivalente a la disyuncion de las 
negaeiones 

~~ (P A Q) ** v q 

Ejemplo 1-8. 

^ Tabla de valores de verdad de la distributividad de la coniuncion resnerrn de h 

ullciOri. E 


v q ) ' f ** ( p a r ) v I q a r > 


rada valor de verdad de p poede .rod.™ , dos ..lores de verd.d de , , por 
.ad. „„„ de estos pare, de valores se tlenen dos posibilidade, par' r e„ 
-onsecuenca. resultan 2=8 renglones en la tabla. Si se dan n proposiciones en la 
tabia hay que analizar 2" renglones. P en la 

:ommuad6n Parte ' “ Simplificar Ia confecei6n de b tabla, como se indica a 



Ejemplo 1-9, 

Confeccionamos la tabla de valores de verdad de la siguiente ley de De Morgan: 


~(P f' <7) <=> V -q 



(p 

A 

q) 


~~p 

V 


l F ! 

V 

V 

V 

V 

T-t 

F 

F 

! v ! 

V 

F 

F 

V 

F i 

V 

V 

1 v J 

F 

F 

V 

V 

V i 

V 

F 

! v ! 

—*. i 

F 

F 

F 

V 

v ! 

V i 

...,„J 

V 


Ejemplo 1-10. 

La proposition 

(P a. 4 ) > p 

es una ley logica, pues la tabla 


(P * <7) 

=> 

p 

V V V 

V 

V 

V F F 

V 

V 

F F V 

V 

F 

F F p 

V j 

r-* 

V 


nos niuestra que es una tautologia. 


1,7. IMPLICACIONES ASOCIADAS 

Sea el conditional p q , que Uamamos directo; en eonexton con el. se 
presentan otros ties, obtenidos por permutadones o negaeiones del antecedents y 
consecuente: 

q => p reciproco 

=* ~-q contrario 

~~q ==> contrarreciproco 

Las cuatro mipiicaciones propuestas se Hainan conjugadas, y cualquiera de ellas 

puede tom arse como directa. El siguiente esquema nos proporciona la relacion que 
las vincula: 


P =*• <7 

reciprocos 

q 

r, 

O 

x x' 

n 

C 

(U 


s 

c’ 

in 


c' 

w> 


reciprocos 

-t/ => -p 


Es facil verificar que las implicaciones contrarreciprocas son equivalentes, es 
dedr, los siguientes bicondidonales son tautologies: 

(P q) <=> => *P) 

(q *► p) =>^q) 

Si la implicacion directa es V, tambien Ip es ia contrarreeiproca, y no podemos 
afirmar la verdad de Ia reciproca 6 de la contraria. Pero si son verdaderos un 
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condicional y su reci'proco o contrario, entonces son verdaderos los cuatro, y las 
proposiciones antecedente y consecuente son equivalentes. 

Se present! continuamente la necesidad de demostrar la verdad de p => y de 
acuerdo con lo expuesto se presentan dos metodos: 

i ) direckh Si p es F, nada hay que probar, pues en este caso p => q es V. Si p 
es V hay que estabiecer que el valor de verdad de q es V, 

ii) indirecto . Si q es V queda establecida la verdad de p => q. Pero si q es F 
hay que examinar p y llegar a estabiecer que su valor de verdad es F. 


1 ■ 1.8. NEGACION D£ UNA IMPLICACION 

Las proposiciones p q y *-( p a -~q) son equivalentes, coma lo muesira la 
siguiente tabla 


(p 


q) 

o 

- 

(p 

A 

-q) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


En consecuencia, la negacion de la primera equivale a la negacion de la segunda, 

es decir 

Mp => q) o H a ~//)j 

y por 1.6.1, se tiene 

~(p => q) «*• (p A ~q) 

Es decir. la negacion de una implicacion no es una impticacion. sino la 

conjuncion del antecedente con la negacion del consecuente. 

fjempio /•//, 

Sean las implicaciones 

i) Si hoy es Junes, entonces manana es miercoles. 

ii) i = -i => i 2 = (- if 
Sus negaeiones son, respectivamente, 

“Hoy es lunes y manana no es miercoles” 

“ 1 = “ 1 A 1 2 l ) 2 ” 


1.9. RAZONAMIENTO DEDUCTIVO VALIDO 

En matematica interesa el tipo de razonamiento llamado deductivo. Llamamos 
razonamiento a un par ordenado ({/?,*} ; <?), siendo{p, ^un conjunto finite de 
proposiciones, Hamad as premisas, y q una proposicion, llamada conclusion, respecto 
de la cual se afirma que deriva de las premisas. 

Un razonamiento es deductivo si y solo si las premisas son evidencias de la 
verdad de la conclusion, es decir, si p x . son verdaderas, entonces q 

verdadera. Un razonamiento deductivo es valido si no es posible que las premisas 
sean verdaderas y la conclusion falsa. De un razonamiento no se dice que es V o F. 
smo que es valido o no. 

Llamamos regia de inferencia, a todo esquema valido de razonamiento. indepen- 
dientemente de !a V o F de las proposiciones componentes. De este modo, toda 
regia de inferencia es tautologica. 

Un razonamiento deductivo es valido cuando el condicional cuyo antecedente e$ 
la conjuncion de las premisas, y el consecuente'es la conclusion, es tautologies. 

Son ejemplos de reglas de inferencia: 

a) Ley del modus ponens: 

Si p v p => q, ENTONCES q 

La notacion clasica es 

P 

P => q 

Q 

b) Ley del modus to lens: 

p -=>q 

~q 

Este esquema e$ la notacion clasica del condicional 
U p ££> q ) :\ f 

&) Ley del silogismo hipotetieo: 

p ^q 

JLZL 

p => r 

Es decir, la proposicion [(p => q) . a (q =* r )] =* (P ** r ) es una tautology. 

En cambio, el condicional[ ( p -* q ) A q ] => p no es una forma valida de 
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razonamiento, ya que la correspondiente tabla de valores de verdad nos muestra que 
no es iautologjco. 

Ejemplo 1-12. 

a) Justificar la validez del razonamiento 

p => q 

* -0 

t S 

5 

En lugar de confeccionar la tabla del conditional entre la conjuncion de las premisas 
y la conclusion, haremos uso de las leyes del calculo proposicional, a fin de simpiificar 
la situation. La segunda premisa es equivalente a la contrarreciproca q =* r\ por la ley 
del silogismo hipotetico. de la primera y de esta, resulta p => r. La ultima premisa es 
V. y en consecuencia r es F, y como p => res V resulta necesariamente que p es F. La 
tercera premisa equivale a p v t. de acuerdo con una ley de De Morgan, y por ser p 
falsa resulta la verdad de /. Ahora bien. siendo r y r s verdaderos, resulta la verdad 
de 5 . por 1.9 a). 

b) Justificar la validez del razonamiento cuyas premisas son: 

Hoy ilueve o hace frio. 

Hoy Ilueve o no hace fnc, 

y la conclusion: Hoy Ilueve. 

En lenguaje simbolico se tiene 


P v q 
p v 21 
p 

q, o bien es F; cualquiera que sea el caso, por ser las disyunciones verdaderas, 
resulta que p es V. De otro modo, la conjuncion de ambas disyunciones, por la 
iismbutividad, es equivalente a p v (q a ^ q ). La verdad de aquellas asegura !a 
verdad de esta, y como q a ~*q es F, resulta la verdad de p. 

1.10. FUNCIONES PROPOSICIONALES. SU CUANTIFICACION 

El simbolo P ( x) es la representation de un predicado o propiedad rdativos al 
objeto indeterminado x, perteneeiente a cierto uriiverso o conjunto. Si nos referimos a 


los numeros enteros y estamos interesados en la propiedad de ser impar, entonces la 
traduction de P (x) consiste en: x es impar, y se escribe 

P (x) : x es impar 


Es claro que el enunciado: u x es impar” no es una proposicidn, ya que a menus que 
se especifique arno podemos decir nada acerca de su verdad o falsedad. Ocurre, sin 
embargo, que para cada asignacion dada al sujeto x dicho enunciado es una 
proposition. A expresiones de este tipo se las llama funciones o esquemas 
proposicionales. 

Definition 

Fun cion proposicional en una variable o indeterminada x es toda oration en la 
que figura x como sujeto u objeto directo, la cual se convierte en proposicion 
paia cada ^specification de x, 

En nuestro ejemplo resultan proposiciones como 

P (— 4) : — 4 es impar (F) 

P( 5): 5 es impar (V),etc. 

Se presentan tambien funciones proposicionales con dos variables o indetermiradas. 
Sea, por ejemplo 

P {x , y ) : x es divisor de y 

Lo mismo que en el caso anterior, si at ey son enteros, P (x ,>’) no es proposicion, 
ya que no podemos afirmar la verdad o falsedad del enunciado. Mas para cada 
particularization de valores se tiene una proposicion 

P (— 2,6) : — 2 es divisor de 6 (V) 

P( 12,6): 12 es divisor de 6 (F) 

A partir de funciones proposicionales es posable obiener proposiciones generales 
mediante un procesd 11 am ado de cuantificacion. Asociados a la indeterminada x , 
introducimos los stmbolos Vx y 3 x, Hamad os cuantificadores universal y existencial 
en x, respectivamente. Las expresiones 

Para todo x, se verifica P (x) 

Existe x. tal que se verifica P (x) 

se denotan mediante V x : P (x) (1) 

3 x / P (x) (2) 

y corresponden a una funcion proposicional P (x) cuantificada universalmente en el 
primer caso, y existencialmente en e! segundo. Una funcion proposicional cuantificada 
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adquiere el caracter de proposicion. En efecto, retomando el primer ejemplo, si 
decimos 

“Todos los mtmeros enteros son impares”. (T) 

es claro que hemos enunciado una proposicion general y relativa a todos los numeros 
enteros, cuyo valor de verdad es F. Una traduccion mas detallada de esta proposicion 
consiste en 

“Cualquiera que sea x, x es impart 
Es decir y* : x es impar 

Si cuantificamos existeneialmente la misma funcion proposicional, se tlene 

3 x / x es impar 

$ se a “Existe x, tal que jc es impart 

0 b* en “Existen enteros que son impares”. (2’) 

0 mas brevemente “Hay enteros impares”. 

E! valor de verdad es V, y en eonsecueneia se trata de una proposicion, El 
cuantificador existenciai se reflere a, por lo menos, un x, 

Es obvio que una funcion proposicional cuantificada universalmente es V si y solo si 
son V todas las proposiciones particulares asociadas a aquella. Para asegurar la verdad 
de una funcion proposicional, cuantificada existencialmente, es suficiente que sea 
verdadera alguna de las proposiciones asociadas a la funcion proposicional. 

Un problema de interes es la negacion de funciones proposicionales cuantifieadas. 
La negacion (V) es 

“No todos los enteros son impares” 
es decir “Existen enteros que no son impares” 

y en simbolos 3 x / —P (x) 

Entonces, para negar una funcion proposicional cuantillcada universalmente se 

cambia el cuantificador en existenciai, y se niega la funcion proposicional 
La negacion de (2*) es 

“No existen enteros im pares". 

Es decir “Cualquiera que sea el entero, no es impar" 

o lo que es lo raismo 


En simbolos 


“Todo entero es paf\ 
V -V : -P (x) 


CUANTIl SCACION 
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Vale entonces la siguiente regia: para negar una funcion proposicional cuantificada- 
» cantbia el «" «*«* » “ * f "" c “ 

proposicional. 

Se tienen las siguientesequivalencias 

-[VJt:P(x)] 3x/~P(x) 

~[3x/P(x)] ^ V.t:-PW 

Ejemplo 1-13, 

Sea la proposicion: 

Todo el que la conoce, la aumaa. 

Nos interesa escribirla en lenguaje simbolico. negarla. y retraducir ia negacion al 
lenguaje ordinario. 

La proposicion dada puede enunciarse: 

Cualquiera que sea la persona, si la conoce. entonces la admira, 

Aparece clara la cuantificacion de una implieacion de las funciones proposicionales 

P (x ): x la conoce 
0 (x) : x la admira 

Se tiene 

V x : P (x) => 0 (x) 

Teniendo en cuenta la forma de negar una funcion proposicional cuantificada 
universalmente v una implieacion resulta 

3x / P (x) a -QU) 

Y pasando al lenguaje ordinario: 

Hay personas que la conocen y no la admiran. 


Ejemplo i* 14. 

Considereinos la nusnia cuesuon en cl saguknte 

Todo entero admite un inverse aditivo. 

Es decir 

“Cualquiera que sea el entero, existe otro que sumado a el da cero". 
Intervienen dos variables y la tuncidn proposicional 

p (x ,x) : x = o 
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Y para p, si es F 



Es decir, el interrupter se cierra si p es V y se abre si p es F. 

Las operaciones proposicionales pueden representarse mediante circuitos con tantos 
interruptores como proposiciones componentes, combinados en serie o paralelamente. 
i ) Conjuncion 



P P 


Este circuito admite el pasaje de comente, es decir, la verdad d e p a q , solo si las 
dos son V. 

ii ) Disyuncion. Esta representada por un Circuito en paralelo 



Q 

La falsedad de p v q. es decir, el hecho de que no pase corriente, solo se verifica 
en el caso de la falsedad simultanea de p y q, 
ill) ImpUcacion. Como 

(P 4) ~(P a ~~q) 

de acuerdo con 1.8, aplicando una ley de De Morgan y la doble negacion, se tiene 

(p -» ?) «• (~p v q) 

* 

En consecuencia. el circuito asociado es 
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implicacioncs y la distributividad de la disyuncion respecto de la conjuncion, se tienen 
las equivalencias 

(pa.q)*> ~(p q) 

~[(p =* q) A {q =*• p)l «■ 
o -»(p =* q) V ~(<7 =* P) ** 

*>(p A ~<7> V (p A ~p) «■ 

«(p V p) a (p v ~p) a v p) a (~<2 V ~p) 

« (p q ) * < ~p V ~i/ » 

y results ej circuito 


P 'p 



<? 


Ejemplo 1-16. 

i) El circuito correspondiente a la proposicion 

(p A <?) v (~<f) es 

p 





Para que pase corriente es suficiente oee p o ~~q sean V. 


C1RCU1TOS LOG)COS 


ii) La operacion proposieional que caracteriza al siguiente circuito 



TRABAJO PRACTiCO I 


/./7, En el libro Hijos en libertad, de A. S. Neill, estan escritas las siguientes 
proposiciones 

p : Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas. 
q : No aceptan las respuestas que no figuran en ios iibros, 
r i Imponen un cumulo de normas estupidas 

Construir las proposiciones 

p a q , -q V r , ( p a q ) => r 

148. Escribir en forma simboliea la siguiente proposicion compuesta que figura en el 
mismo texto: 

“La chatura y el tedio de ciertas disciplinas escolares se trasmiten a los maestros, 
y las eseueias se Henan de hombres y mujeres de mentalidad estrecha, vanidosos, 
cuyo horizonte esta iimitado por el pizarron y el libro de texto' 1 . 

1-19. Confeccionar las tablas de valores de verdad de las proposiciones 

i ) (P A q ) => r 

ii ) ~~(p v q) «=> ~p A 

1-20. Negar las proposiciones construidas en el ejercicio 1-17. 

1-21. Proponer las siguientes proposiciones en forma simboliea, negarlas, y retraducir* 
las al lenguaje comun: 

i ) No es justa, pero mantiene el orden. 

ii) Los alum nos conocen a los simuladores y los desprecian. 

iii) Si los alumnos conocen a los simuladores, entonces los desprecian. 

1-22. Determinar si las siguientes proposiciones son leyes logicas: 

i ) p a q ** q 

i ii ) [(p =* q) a (q r)j «* (p =* r) 

iii ) p => p A q 

iv) p =» p V q 


*4* 
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1-23 . Simplificar las siguientes proposiciones: 
i ) ~(~P v ~q) 
ii) ~(P v q) v (~p a q) 

1-24. Sabiendo que p v q es V y que ~-q es V, determinar el valor* de verdad de 

[(p V q) a ~q)=>q 

1-25. Determinar, en cada caso, si ia informacion que se da es suficiente para conccer 
el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas. En caso 
afirmativo. justificarlo. 

i ) i p => q) =* r ' re s V 

ii) iP v q) (*p A -q) ; q es V 

iii) {p a q) => (p v r) ; pesVyresF 

iv) p \ <£/ =* r) ; p => /■ es V , 

/-26. Los valores de verdad de las proposiciones p, q, ry s son, respectivamente, V, F, 
F, V. Obtener los valores de verdad de 

i ) [ip v <?) V r] a s 

ii ) r => 5 a p 

iii) p v r o r a 
/- 27, Negar las proposiciones 

i ) 3 x/ P(x) v ^Q(jc) 

ii) V a: : P (x) => Q (x) 

iii) V x 3 >7 x . y — 0 

1-28. Veriffcar que para probai la equivalence de las proposiciones p, q. r y s es 
suficiente deniostrar las siguientes implicaciones: 

p q , q => r , r => s y s =» p 

1-29. Dadas las proposiciones 

i ) El cuadrado de todo numero real es mayor que 2, 

ii) Existen enteros cuyo cubo aumentado en 1 es igual al cubo del siguiente, 

iii) Todo el que estudia triunfa, 

expresarlas simbolicamente, negar las expresiones obtenidas y retraducirlas al 
lenguaje ordinario. 

1-39, Construir un circuito correspondiente a la proposicion 

(V a ~q) v (~p a q) v (~~p a ^q) 


& 
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1-3L Se tiene el siguiente circuito: 


P Q 



i ) determiner la proposicion correspondiente 
,ii ) simplificar esta, y construir ei circuito asociado. 

1.32 Exp r esar simbciicamente el siguiente teorema: “si un numero es impar, entonces 
$u ciadrado es impart 

Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el reciproco. Demostrar el pnmero. 
1-33 . Siendo 

p : a. b es impar 
q : a y b son impares 

Demostrar p => Q 
!~J:l Justificar e! razonamiento 

p v 
~q r 
P v 
P 

1 - 35 , Lo Tiismo en ei siguiente caso: 

rt A q 

(P a q) — r 
r =* s 

s 

1-36. Invsstigar la validez del razonamiento siguiente: 

Si el interes no es egofsta, entonces es la fuerza vital de las personas y es 
espontanec. 

El interes no es la fuerza vital de las personas y es espontaneo 
El interes es egoista 



Capitulo 2 


CONJUNTOS 


2.1. INTRODUCCION 

El proposito de esta seccidn es el estudio de'la teorfa intuitiva de conjuntos. En 
este sentido, los terminos “conjunto'% “pe^^enencia , ’ y “elemento’’ son considerados 
come primitives. Sob re esta base se definen la inclusion v la igualdad, y se estudian sus 
propiedades. El mismo tratamiento se hace corresponder a las operaciones entre 
conjuntos. El capitulo se eompleta con el desarroOo de ejemplos en los que se pretends 
mostrar un metodo adecuado de trabajo. 

2.2. DETERMINACION DE CONJUNTOS 

2.2.1. Notaciones 

Para denotar conjuntos utilizaremos generalmente letras mayusculas, y para 
espeeificar elementos se usaran letras minusculas, a menos que dichos elementos sean, 
a su vez, conjuntos. Para indicar la pertenencia de un elemento a un conjunto sera 
utdizado el stmbolo e. 

La proposicion € N' se lee; “a pertenece a A”, o bien “el elemento a pertenecc 
al conjunto A’*. 

Su negactOii es “a € A*\ que se lee: no pertenece a A". 

Si el conjunto A esta tot made por los elementos 3, b y r, escnfeimos 

A= [a.b.c] 

en este caso se nombran todos los elementos del conjunto, y se dice que esta 
determinado por extension. 

Las notaciones usuales para caracterizar conjuntos numericos son las siguientes: 

N conjunto de los numeros naturales 
Z conjunto de los numeros enteros 
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Q conjunto de los numeros racionales 
R conjunto de los numeros reales 
C conjunto de los numeros complejos 

La representation por extension del conjunto cuyos eiementos son — 1 , 0 y 1, es 

A={ — l,0,l} 

Es faci! ver que se trata del conjunto de los numeros enteros cuyo valor absolute es 
menor que 2; en este enunciado hacemos referenda a eiementos del conjunto Z, de los 
numeros enteros, el cual se llama referenda! o universal; ademas, estamos interesados 
m aquellos que satisfacen la propiedad de ser, en valor absoluto, menores que 2 . 

La notacion correspondiente es 

A = { x e Z / \x\ < 2 

y se dice que e! conjunto ha side determinado por comprension. 

El conjunto universal depende de la disciplina en estudio, se fija de antemano, y 
esta formado por todos los eiementos que intervienen en el tema de interes. En genera! 
se denotara con U. 

Definition 

Un conjunto se determina por extension si y solo si se enumeran todos los 
eiementos que lo constituyen. Un conjunto se define por comprension si y solo 
si se da la propiedad que caracteriza a sus eiementos. 

El conjunto cuyos eiementos verifican la propiedad P se indica 
A = < x € U / P (x) } 


o mas brevemente. si U esta sobrentendido 

A={*/P(*)} 

y se lee: ‘'A es el conjunto formado por los eiementos x, tales que P (x)’\ P (x) es una 
funcion proposicional, y un objeto del universal pertenece al conjunto si y solo si 
verifica la propiedad. es deeir 

a € A Via) es V 

En consecuencia 


a $ A P id) es F 


2.2.2. Conjuntos especiales 

Extendemos la nocion intuitiva de conjunto a los casos de carencia de eiementos v 
de unicidad de eiementos. mediante la introduction los conjuntos vacio y unitario. 





i 
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\ Un conjunto vacio es aquel que carece de eiementos. Un conjunto unitario esta 
formado por un unico elemento. 

Una propiedad o funcion proposicional, que se convierte en proposition falsa para 
todos los eiementos del universal, caracteriza por comprension un conjunto vacio, 
Designaremos con (j> al conjunto vacio, v puede definirse simbolieamente asi 

0= (jc/X**} 

En este caso la propiedad relativa a x es P (x) : * # x la cual resulta falsa cualquiera 
que sea X 

Si A es el conjunto cuyo unico elemento es a, escribiremos 

A = < a / ~ < x •' x - a ) 

■n 1 

Ejemplo 2-1. 

Determinar simbolieamente y por extension los siguientes conjuntos definidos por 
comprension: 

i ) A es el conjunto de los numeros enteros cuyo cuadrado es igual a l. 

En este caso la propiedad que caracteriza a los eiementos de A es la conjuncion de 

P(x): xeZ y Q (x) : x 2 = \ 

Entonces 

A = { xfxeZ a = I j 

y como universal puede sobrentenderse el conjunto de los numeros reales o racionales. 
Si proponemes a Z como universal, puede escribirse 

A = {xeZ/x J = l} 

Obviamente. ia determination por extension es 

• 

ii) B es el conjunto de los numeros naturales mayores que 2, y que no superan a 
6 . 

Considerando a N como universal, la propiedad caractenstica de los eiementos de B 
es la conjuncion de 

P (*):*> 2 y Q(.x:) :x<6 
que podemos expresar R (x ) : 2 < x < 6 

y se tiene 

B = { x e N / 2 < x < 6 } 
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For extension nos queda 

B={3,4,5,6} 

iii) C es el conjunto de los numeros reales cuyo cuadrado es igual a - 1 • 

Se tiene: 

C = ( X e R / X 1 = - 1 } 

Como el cuadrado de ningun n&nero real es negative P (x) x 2 = - 1 es F para 
rodo real, y resuha C = 4>- 

Ejemplo 2-2. ... 

La determ inacion de conjuntos por extension no es posible en el caw de mtrntn 
elementos. y hay que limitarse a la definicion por comprenston, La maternal,ca trabaja 
casi con exclusividad en este sentido, a traves de propredades. 

Caracterizamos simboUcamente los siguientes conjuntos: 

i i Fes ef conjunto de losnumerosenteros pares. 

Por definicion, un entero es par si y solo si se identifies con el duplo de algun 

entero. Esdeeir 

a es par <=>3keZla-2k 
Entonces P={xeZ/x = 2fc A kez) 

Es claro que P consiste en el conjunto de los multiplos de 2. 

A vec-s acudiendo a un abuse de notacion, suele proponerse una aparente 
determinacion por extension de un conjunto infmito, con la adjuncton de pun 
suspensivos. Asi 

P={.,-4,-2 .0.2,4, 6 ,. } 

ii) a es el conjunto de los numeros naturales que son multiplos de a. 

^ a- / y g ^ ? x —■ 3 fc k t F4 
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iii) B es el conjunto de los numeros naturales cuyo cuadrado es par. 

B = | x e N / x 2 espar} 

0 bien 

B = («N/**=2fc a fceN) 

;C 6 n,o * I. * 

a e B a~ e$ P 3r 

„) c «, el conjunto de to, punlos del pl.no cuy.e di.uncia, • u» pun.o 0 »n 

igualesa universal es el de los puntos del piano a. Si bien 0 es 

un «°c S omo e el usuTen geomema, lo denotamos con maydscula. Indicamos la 
distant, enue \ y 0 mediante d (A .01- Entonces 

C = } Xea/<i(X,0) — lj 

6S ^ ) l D^s^fco^unttfde^o^punto^del^to^q^equidtetan de dos puntos fijos A 

yB - , 

D = ( X e a I d (X , A) = d (X , B) ^ 

D consiste en la mediatriz del segmento AB. 

Ejemplo 2-3. Tesu ltados que se obtienen al lanzai dos 

El conjunto S esta fprmado por los postbles resulta q uno 

monedas Los results para la primera moneda wu y 9 
de ellos se henen las mismas posibilidades para ia - 


C 



Entonces 
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2.3. INCLUSION 

2.3.1. Concepto 

Sean A y B dos conjuntos. Si ocurre que todo elemento de A pertenece a B, 
diremos que A esta incluido en B, o que A es parte de B, o que A es un subconjunto de 
B, y escribimos A C B. 

Definition a 

A C B V * ; x e A =>xeB 

Esta definicion tiene el siguiente significado: si sabemos que ACB, entonces la 
proposition V.v.ieA =» x e B es V; reciprocamente. si esta proposition es V. 
entonces se verifica que A C B. 

En repetidas ocasiones se necesitara demostrar que un conjunto es parte de otro; 
entonces. de acuerdo con la definicion, sera suficiente demostrar que cualquier 
elemento del primero pertenece al segundo. 

Teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicacion y la contrarreciproca, la 
definicion anterior puede expresarse asi 

AC B V'xix^B => x 4 A 

Ademas, considerando la equivalencia entre p => q y ~ {p a podemos 

traducir la misma definicion de la siguiente manera 

ACB 3 x / x e A a x $ B es F 

Es decir, en la inclusion no puede darse que haya un elemento de A que no 
pertenezca a B. 

Sobrentendiendo el cuantificador universal, para descaigar la notation, escribi- • 
remos 

ACB xe A jc e B 

2.3.2. Diagramas de Venn 

Existe una representacion visual de los conjuntos dad* por diagramas llamados de 
Venn. En este sentido, el conjunto universal suele representarse por un rectangulo, y 
los conjuntos por recimos cerrados. Es claro que todo elemento de A pertenece a U, es 
decir, A C U. Sean A, B y C subconjuntos de U, como indica el diagrama 
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En este caso se verifica ACB. 

Ejemplo 2-4, 

Sean U = N y los conjuntos 

A ={ xlx\6) 
B = ^ x / x | 8 } 
C = { x!x<2) 


Cj. lo r|a talpc rr^grlinTitd H iggr^fT* f* f (\t* Vann 

Definimos la relacion de divisor en N mediants 

a | b siy solo si 3 n € N / b = a. n 

Teniendo en cuenta esta definicion, y la relacion de menor o feual, la representacion 
por extension de tales conjuntos es 


- { 1 , 2 , 3 , 6 } 


B = i 1 , 2,4 .8 } 


C = t 1 ’ 2 J* 


y en terminos de diagramas de Venn 



Ejemplo 2-5. 

Consideremos el conjunto U de todos los triangulos; si I denota el conjunto de los 
triangulos isosceles, E de los equilateros y R de los triangulos rectangulos, se tiene 



fui 
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Ya que todo triangulo equilatero tiane los tres kdos iguales, en consecuencia tiene 
dos iguales, es decir, es isosceles. Ademas existen triangulos isosceles ..que son 
rectangulos, pero ningun triangulo equilatero es rectangulo, 

2.3.3. Igualdcd de conjuntos 

Es claro que dos conjuntos son iguales si son identicos, es decir, si tienen los mismos 
elementos. Entonces, 'todo elemento del primero pettenece al segundo, y todo 
elemento de este pertenece al primero. 

Definition 

A — B ^ AC B a B w n.. 

Ejemplo 2-6. 

Los conjuntos de numeros reales 

A = { x 1 x 1 = x) 

B = { x/(x - 1) ..v = 0 } 

son iguales ya que 

xeA «..V 2 -X = 0 «*jc.(x-1) = 0 oxeB 

El bicondicional se desdobla en las dos implicaciones que prueban la doble 
inclusion, y en consecuencia la igualdad. 

Ejemplo 2-7. 

Sean los conjuntos de numeros enteros 

A = { x j x 1 = 1 } 

B = | * / M = 1 } 

Teniendo en cuenta que el cuadrado de un numero entero es igual al cuadrado de su 

valor absolute, results 

x e A = I ** W* — 1 ^ &c\ — 1 ** B 
En consecuencia, A «= B- 

Ejemplo 24. . „ , 

Demostnr que el conjunto de los numeros naturales impares es igual al conjunto de 

los numeros naturales cuyo cuadrado es impar. 

Hipotesis) A = { x e N / x es impar/ Tesis) A = B 

B = { x e N / es impar } 

Demostracion) 
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Nota previa: 

Por definicion, un numero natural x es impar si y solo si existe k fc N tal que 

Por otra parte, es facil ver que el producto de dos naturales consecutivos es unpar, y 
que la diferencia entre un numero par y uno impar es impar. Vamos ahora a nuestra 
demostracion, la cual consiste en probar las dos inclusiones que definen la igualdad 

1 °) ACB, En efecto: sea x e A. 

Se tiene x e A =» x es impar =» .r = 2 k - 1 con k e N =» 

-» x 2 = 4 k 2 — 4 k + 1 con k e N => X* ~ - ■ <-** — 2 *) + 2 — 1 -* 

«.x- - 2.i2k* -2k -r 1) - 1 -.v J ^ Z.k'-\ siemloS’eN =» 

=> es impar x e B 

Hemos utilizado sucesivamente, la definicion de A. la definicion de numero 
impar. cuadrado de un binomio. la distributividad de la multiplication, la 
susutucion de 1 por ( 2 - 1 ), nuevamente la distributividad. la definicion de 
numero unpar, y finaimente la definicion de B, 

2 °) B C A. Es claro que x-x (x * !)“**• 

Ahora bien 

x e b =» x 2 es impar =* x . {x + 1 ) — x* es impar => 
x es impar => x e A 
En consecuencia A = B. 

2 . 3 . 4 . Propiedades de la inclusion >■ 

i ) REFLEXIVIDAD. Todo conjunto es parte de si mismo. 

En efecto, si A es un conjunto, la implicacion 

V x : x € A =► x € A es V 

En consecuencia. por definicion, se tiene A C A. 

ii > IRaNSITIVIDaD■ Si un conjunto es parte de otro y este es parte de un 

terceun eniunces el printero esta uiciuKjo cn el tCiw«o 
Hipotesis) ACB Tesisl A *•- (- 

BC C 

Demostracion) 

Sea t e A. Por hipotesis se tiene 


x € A => x 6 B 
y x e B => x e C 
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Entonces, por ley del silogismo hipotetico 

X € A => X € C 

Y, en consecuencia, por definicion de inclusion AC C. 

iii) ANT1SIMETRIA. Si un conjunto es parte de otro y este es parte del primero, 
entonces son iguales. 

ACB A BCA=^A = B 
es una consecuencia de la definicion de igualdad. 

2.3.5, Caracterizacion del conjunto vacio 

i ) Propiedad. El conjunto vacio esta incluido en cualquier otro. 

: sis) A es un conjunto. 

lesis) 0 C A, 

Demostraeion) Consideramos la siguiente proposicion: 

Vx :x€0 => x e A 

‘a caal es V por ser el anteeedente F. En consecuencia. de acuerdo con la definicion de 
inclusion, se tiene 0 C A. 

Xota: 

El teorema es valido cualquiera que sea A; en particular, A puede ser vacio. 

ii ) Propiedad, El conjunto vacio es unico. 

En efeeto. suponemos que. ademis de 0, existe & tambien vacio. Entonces, de 
acuerdo con i ). es verdadera la proposicion 

0 ' C 0 A 0 C. 0 

y. por definicion de igualdad, resulta 0^ — 0 
Ejemplo 2-9. 

Demostrar A C 0 => A = 0. 

Como se trata de una igualdad se requieren dos inclusiones. 

1°) 0 C A por 2.3.5. i ). 

2°) AC 0 . Se verifica porliipotesis, 

Luego A = 0. 

@2.4. CONJUNTO DE PARTES 

Dado un conjunto A, podemos formar un nuevo conjunto constituido por todos los 
subconjuntos do A, el cual recibe el nombre de conjunto de partes de A. 
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Definicion v 

Conjunto de partes de A es el conjunto cuyos elementos son todos subconjuntos 
de A. 

P (A) = { X / X C A} 

Los elementos de este conjunto son a su vez conjuntos, y, en consecuencia, P (A) 
es un conjunto de conjuntos. 

De acuerdo con la definicion, se tiene 

XeP(A) XC A 

F! problems de decidir si un ohieto es un elemento de P ( A) se reduce a determinar 
si dicho objeto es un sub conjunto de A. 

De acuerdo con la propiedad reflexiva de la inclusion, cualquiera que sea A, se tiene 
A C A, y en consecuencia A e P (A) por definicion de conjunto de partes. 

Ademas, por 2.3.5. i) se sabe que 0 C A, y por ia misma definicion 0 e P (A). Es 
decir, cualquiera que sea A. el mismo A v el vacio son elementos de P ( A). 

Ejemplo 2-10. 

Determinar el conjunto de partes de A = { 2,3,4" 

Los elementos de P (A) son todos los subconjuntos de A, es decir 

0 


(2). (3). (4} 



Y la notacion por extension es 

/HA)= {Y> , {3} .{4}, {2,3} . {2,4} . {3,4} ,a| 

Ejemplo 211. , 

i ) El conjunto de partes del vacio es el conjunto cuyo unico elemento es el 
vacio. 

P{<t>) ={<!>} 

ii) La pertenencia relaciona elemento a conjunto, mientras que la inclusion 
relaciona conjuntos entre si. Desde este punto de vista, damos los valores de 
verdad de las siguientes proposiciones relativas al ejemplo 2-10. 

0C A V 

0eA F 

0eP( A) V 
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(f)CP (A) V 

{2,3} eP( A) V 

2eP(A) F 

{ 2 } e/>(A) V 

AeP(A) v 

A e A F 

A C A V 


E/emplo 2-12, 

Si A tiene n eiementos. entonces /> (A) tiene 2" eiementos. Se trata de computar el 
numero de subconjuntos de A. Uno de ellos es el vacio. Conjuntos unitanos hay 

exactamente n = ^ ) , es decir, tantos como eombinaciones de n eiementos, de orden 
1. 

ti numero de subconjuntos de dos eiementos es e! de eombinaciones de n 
eiementos de orden 2. es decir 1” i. 

Subconjuntos ternarios hay ( n I 

v 3 ' 

Y asi sucesivamente, hasta obtener el unico subconjunto de n eiementos. 

El numero total esta dado por la sum a 



+ iTi + ... 



+ 1 = ( 0 ) + [!) + (z) + 


. m 

+ W = 


n *n\ n f n\ 

= 2 = 2 (.) r. r-‘= (i + if = 2 n 

* ~ 0 1 = 0 


En este desarrollo hemos aplicado la formula del binomio de Newton que se 
mstificara en el Capitulo 6. 


'*2,5. COMPLEMENTACION DE CONJUNTOS 
Sean A y 8 subconjuntos de U, 

2.5.1. Definition 

Compiemento de A es el conjunto formado por los eiementos de U que no 
pertenecen a A. * 

El compiemento de A se denotara por A c ; suelen usarse tambien A’ y A. 




La complementacion es una operation unitaria. en el sentido de que a partir de un 
conjunto se obtiene otro. 

Es usual tambien obtener el compiemento de un conjunto A, respeeto de otro 8, en 

etiyo caso ia definicion es 

Cg A = < x € B / x € A > 

En particular se tiene 

i ) El com piementario del vacio es el universal. 

X 6 U => X € <j> ^ X € & 

¥ 

O sea V C #' 

V como 0 V C L\ result a - V 
n ) El com piemens a ho del universal es el vatio. 

v c = ( x / teU a ,v 4 u \ - 0 

2.5.2, Propiedades de la complementacion 

- I) INVOLUTION. (A c ) r = A 
Demostracion) 

.re(A f ) c **x4A c ~~(xeA c ) A) ^xeA 
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En esta demostracion hemos utilizado la definicion de complemento y !a ley 
involutiva del calculo proposicional, 

II) ACB^ B c C A c 

Demostracion) Utilizando sucesivamente las definiciones de complemento, de 
inclusion y de complemento, se tiene 

x e B* =* x i B => x $ A x € A c 

Luego , B c C A e 

Ejemplo 2-13. 

Demostrar A = B => A c = B c> 

x € A c <=> x 4 A <*X4B *>X€ B° 

En virtud de las definiciones de complemento, igualdad y complemento. 

Ejemplo 2-14\ 

i ) Si r es una recta incluida en el piano a, entonces su complemento es e! par de 
semipianos opuestos abiertos, de bcrde r. 

ii) EJ complementario del conjunto de los numeros naturales pares es el 
con]unto de los naturales impares. 

iii) El complementario de Q en R es el conjunto de los numeros irracionales. 

.<2.6. INTERSECTION DE CONJUNTOS 

Sean Ay B subconjuntosde U. 

2.6. L Definicion 

Interseccion de dos conjuntos A y B es e! conjunto formado por los elementos 
que pertenecen a A y a B. 

El diagrama de Venn correspondiente es 
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En simbolos se tiene 

A n B = e U / x e A a x € B } 

O bien, sobrenlendido U . 

AnB={.r/xeA a iffi} 

La interseccion entre conjuntos es una operacion binaria, porque a partir de dos 
conjuntos se obtiene un tercero. 

La propiedad que caracteriza a los elementos de la interseccion es la de pertenecer 
simultnneamente a Ins dos conjuntos. v se establece en terminos de una cnnjuncion 
La definicion de interseccion establece 

x e A n B o x e A a x eB 

Si la interseccion de dos conjuntos es vacia dichos conjuntos se Hainan disjuntos. 
Ay B son disjuntos A O B = <p 

Ejemplo 2-/5. 

i ) Si r y r* son dos rectas distintas inciuidas en un piano, entonces su 

interseccion puede ser vacia, o bien reducirse a un punto, En el primer caso 
son paraielas, y en el segundo caso se Uaman incidentes. 

ii ) Sean dos rectas AC y AB, donde A, B y C son tres puntos no almeados 

pertenecientes al piano a. Quedan definidos los conjuntos 

S (AB , C) : semipiano de borde AB que pasa por C 
S (AC , B): semipiano de horde AC que pasa por B 

Entonces el conjunto S (AB , C) n S (AC , B) es el ingulo convexo BAC 
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Las semirrectas S (A , B) (de origen A que pasa por B), S (A , C) y S (C , B) son 
subconjuntos de r, tales que 

S (A , C) H S (C , B) = AC 
S(A ? C)OS(A,B) = S (A , C) - S (A , B) 

iv) La interseccion entre el conjunto de los numeros enteros pares y el conjunto 

de los numeros impares es vacia, ya que no existe ningun entero que sea * 

simuitaneamente par e impar. 

v ) En Z, la infersegcion entre el conjunto de los numeros pares y e! conjunto de 
los numeros pnmos es el conjunto ^ —2*2/ 

2 , 6 . 2 . Propiedades de ia interseccion 

I) 1DEMPOTENC1A: AHA-A. 

En efecto \ 

x € A n A x e A a x e A x e A 

II) ASOCIATIVIDAD: (A n B) nC = A O (B O C). f 

Utilizando la definicion de interseccion, y la asociatividad de la conjuncion, se I 

tiene | 

xe(AOB)nC o-jceAHB a xeC o | 

(x e A a jc e B) a x e C ■» x e A a (xeB a jc e C) •» 

«• x e A a x e B n C «• x e A n (B r> C) i 

k 

III) CONMUTATiVIDAD: A n B = B n A. , [ 

La demostracion es obvia aplicando la definicion de interseccion y la 
conmutatividad de la conjuncion. 

■ \V) ELEMENTO NEUTRO PARA LA INTERSECCION ES EL UNIVERSAL 

La interseccion opera sofere elememos de P <U)*e$decir, sobre subconjuntos ae 
_L. Interesa determinar si existe un sub conjunto de U cuya interseccion con 
cuaiquier otro no lo aitere. Tai eiemento de P(U) se llama neutro para la 
interseccion, y en nuestro ease es el mismo U. En efecto 

cualquiera que sea AC U, se verifica A n U = U n A = A 4 

I 

Ejemplo 2-16 . . . | 

La propiedad IV es un corolario del siguiente teorema | 

ACB#AflB = A I 


I 
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Por tratarse de una condicion necesaria y suficiente realizamos las demostraciones 
de las dos implicaciones: 

i ) A C B =>AOB = A 

Con la informacion proporcionada por la hipotesis A C B, tenemos que 
demostrar la igualdad A n B = A. Por definicion de igualdad hemos de 
probar dos inclusiones: 

a) Sea x e U tal que x € A O B. Ahora bien 

x e A n B x e A a xeB ^ xe A 

por definicion de interseccion. y ley logics p a q =*► P* 

En consecuencia A O B C A U )■ 

La re lac ion (1) nos dice que la interseccion entre dos conjuntos esta 
ineluida en cualquiera de ellos. 

b) Sea ahora 

x € A x e A \ *x eB => x e A n B 

por la hipotesis y por definicion de interseccion, 

Entonces se verifica AC A — B (2). 

De (1) y (2) resulta A n B = A. 
ii) A n B = A ^ A C B 

Para demostrar que ACB, consideramos 

x6 A jcfAHB =>x6 A a r fB =** t 6 B 
pues por hipotesis A = A n B; hemos utilizado ademas la definicion de 
interseccion y ia ley iogica p a h =* h° 

Queda probado asi que A B. 

Notese que en i ) a) no hemos hecho uso de ia hipotesis, pero si en b). Esto nos 
dice que la proposicion A n B C A es independiente de toda condicion, es decir. es una 
propiedad intrinseca de la interseccion. 

Ejemplo 2-17. 

Demostraremos que si dos conjuntos estan incluidos en un tercero, entonces ia 
interseccion de los dos primeros es parte del tercero. 

Esco se * en el diagrams 


A c X A BCX^AOBCX 





CON JUNTOS 


Lo demostramos a si 

x e A n B ^ .v e A a i e B ^ x e X a xeX =^xeX 
Homos aplicado sucesivamente la definition de intersection, ia hipotesis y la ley 

** «giC3 p A p => p. 

Ejempio 2-18. 

Demostrar que el conjunto de partes de la intersection es igual a la intersection de 
los conjuntos de partes. 

‘ P(AnB) = P(A)nP(B) 

En efecto; teniendo en enema que Ins elementos de las partes de ?jn cnn 

.bconjantes, consideramos 

Xe^CAOB) XCAHB XC A a XCB *>XeP(A) \ XeP(B) 
XeP(A)np(B) 

r definition de conjunto de partes; teniendo en cuenta i ) a) del ejempio 2*16, la 
snsmvidad de la relation de inclusion, la definition de conjunto de partes y la 
definition de intersection. 

2.7. UNION DE CONJUNTOS 

I 7.1, Definition 

Union de das conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que 
pertenecen a A o a B. 

Simbdiicamente se indica 



Prescindiendo del universal 

AUB - ( x j x e A v x e B 

La union de conjuntos, lo mismo que la intersection, es una operation binaria 
definida en el conjunto de partes de U. 

De acuerdo con la definition, podemos escribir 

a e A U B a € A v a e B 

El "o” utilizado es incluyente, y pertenecen a la union aquellos elementos de U 
ra los cuales es verdadera la disyuncion; entonces un elemento pertenece a la union 
/ seb si pertenece a alguro de los dos conjuntos. 



UNION l>i CONJUNTOS 
El diagrama correspondiente es 



A la union pertenecen todos los elementos de los conjuntos dados. En el caso 
disjunto se tiene 



donde ia parte ^om bread a es A U B. 

Es claro que todo conjunto esta contenido en su union con cualquier otro. En 
efecto 

x € A => x e A v x e B => x € A U B 
en virtud de la ley logica p => p v q, y de la definition de union. Entonces 
A C A U B como quenamos. 

Ejempio 2-19. 

i ) La union de un par de rectas r y r* contenidas en un piano es el par de rectas. 

ii) La union de dos semipianos opuestos y eerrados es el piano. 

iii) Sean los puntos A, B y C, como en el ejempio 2* 15. ill). Se tiene 

S(B , A) U S (B , C) - r 
S(A,B)US(B,C) = S(A , B) 

2.7.2. Propiedades de la union 

1) IDEMPOTENCIA. Cualquiera que sea A, se verifica 

AUA = A 

Pues x e A U A x e \ v re A o x € A 


por definition de union, y la ley logica p v p o p. 
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m ASOCI AT IV ID AD. Cualesquiera que sean A, B y C 
(AUB)UC = AU(BUC) 

La demostracion es analoga a la propuesta en el caso de la asociatividad de la 
interseccion, utilizando ahora la definicion de union y propiedades de la 
disyuncion. 

HI) CONMUTAT1V1DAD. Para todo par de subconjuntos de U, se verifica 

AUB=BUA 

FWh X € A U B X 6 A V X € B o X € B v X € A ^ .V 6 B A 

\V} ELEMEMO NEUTRO PARA LA UNION ES EL CON JUNTO VAC 10. 

Es decir, cualquiera que sea A C U, se tiene 

AU<£=$UA = A 

Tra tamos solo e! caso AU^A, va que ia commttatividad nos exime de la otra 
situacion. 

Sabemospor 2.7. 1. que A C A u & U) 

Sea ahori x € AU <j> => x e A v x e <p => x € A 
por definici-on de union, y por ser falso x e <j>. 

Luego AU0CA (2) 

Por (1) y(2) resulta la igualdad propuesta. 

Ejemplo 2-20. 

Demostrar A C B o AUB-B. 

Seguimos el mismo esquema empleado en el ejemplo 2-16. 
i ) Hipotesis) A C B 
Tesisi A U B = B 

Demostracion) Como cada conjunto esta contenido en su union con 

cualquier otro, segun 2.7.1,, se tiene 

BCAUB U> 


Consideremos ahora 

x e A u B => x e A v x e B =» x e B v x e B => x e B 


por definicion de union, por hipotesis y por ia ley p v p => p, 

Entonces: A U B C B 

De (1) y (2) resulta A U B = B 
ii) Hipotesis) AUB = B 
Tests) A C B 

Demostracion) .t e A => x e A U B => x e B 
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porque si un element pertenece a un conjunto, entonces pcrtcncce a su union con 
cualquiera y ademas por hipotesis, ya que AUB = B. 

Es decir: A C B. 

Ejemplo 2-21 . 

i ) Demostrar X C A a XCB^XCAUB, 

En efecto, sea 

x€ X => jv 6 A v ,v € B ^ .v 6 A U b 

lo que es derto por hipotesis y definicion de union, 

ii ) La im plicae ion anterior no admire reefproea verdadera, >a que puede darse 

que X C A U B, y sin embargo X C A y X C B, eomo puede verse en ei 

diagrama siguiente 



hi) Demostrar P(A)UP(B)C P(AUB). 

Consideremos 

XeP(A)UPtB) i ** XeP(A) v XeP{ B) 

=>XCA v XCB »XCAUB «*XeP(AUB) 

por definicion de, union, de conjunto de panes, propiedad i ). y detmicion de 

conjunto de partes 

2.S.- LEYES PISTRIBLTIYAS 

La union e interseccion de conjuntos pueden conectarse a waves dedos propiedades 
fundamentales, llamadas leyesdistributivas. que se expresan mediante las formulas 

(AUB>nc = (Anc)u(Bnc> 
(AnB)UC=(AUC)n(BUt) 

Vamos a verificar, mediante diagramas de Venn, ia primera de estas leyes. Los 
dibujos corresponden al primero y al segundo miembro de la igualdad. 
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Las demostraciones formales san las siguientes: 

Distributividad de la inlersecdon respecto de la union 

x € (A u B) n C x e A u B a x £ C (x £ A v x e B) a x eC 

{x e A a x € C) v (x e B a x e C) x e A n C v jteBnc ^ 

^ xeiAnc) u (Bno 

por definiciones de interseccion y de union, y distributividad de la conjuncion respecto 
de la disyuncion. 

2.8*2, Distributividad de la union respecto de la interseccion 

x € (A n B) U C ** x e A n B v x e C ^ 

<=> (x e A A x £ B) v X £ C 

*>(*€ A V X £ C) A (x £ B V X 6 C) O 

o X £ A U C A X£BU C «=> 

^ X e (A U C) n (B U C) 

Se han utilizado las definiciones de union, de Interseccion, y la ley distributiva de la 
disyuncion respecto de la conjuncion. 


2.9. LEYES DE DE MORGAN 

Eitas leyes, de gran aplicaeion, permiten relacionar ia complementacion con la 
union e interseccion. 

-.9.1, Teorema. El complemento de la union de dos conjuntos es igual a la intersec¬ 
tion de sus compiementos. 


Tesis) (A U B) c - A C HB C 
Demostracion) x e (A U B) c <=> x 4 A U B <=> 

-(xeAUB) ^-(xeA v xeB) 

*>x$& a x ^B ^ x eA c a x c B c ^ 

<*xeA c nB c 

Por definicion de complemento, de union, negacion de una disyuncion, y definicion 
de interseccion. 


2.9.2. Teorema. El complemento de la interseccion de dos conjuntos es igual a la 
union de sus complcrucntos. 

Tesis) (A n B) c = A c U B c 
Demostracion) x e (A n B) c x £ A n B <=> 

<*~(x e A n B) <=> ~~ (x e A A x e B) <=> 
x ^ A V x 0 B «=> x £ A c v x € B c 
^ x e A c U B c 

De acuerdo con las definiciones de complemento, de interseccion, negacion de 
una conjuncion y definicion de union. 

Ejemplo 2-22. 

Demostiar la equivalencia de las siguientes proposiciones: 

A C B ; B c CA c ; A U B = B ; A n B = A 

De acuerdo con lo establecido en el Capitulo 2, para demostrar la equivalence de 
una cadena de n proposiciones, es suficiente probar n implicaciones. En nuestro caso 

p => q r ■=> s => p 

1°) ACB^B c CA c 

En efecto xeB c =»xeB =*• x t A x e A c 
por definicion de complemento, por hipotesis y definicion de complemento. 

2°) B c CA c =>AUB=B 

Sea x £ A U B => x £ A v 'xeB=> 

=>x^A c v x £ B => x d B c v x e B => 

=»x£B v x £ B => x € B 

.por definiciones de union y de complemento, por hipotesis, definicion de 
complemento y ley logica p v p => p. 

Asi 

AUBCB 


( 1 ) 
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Por Jtra parte 

BCAUB (2) 

ya que tcdo conjunto es parte de su union con cualquier otro. 

De (1) y (2) results AUB = B 
3°) AUE = B ^ AU B = A 

a) Coiro la intersection esta incluida en cuaiquiera de los dos conjuntos, se tiene 

A n B c a i i) 

b) Sea * e A e A U B ^ -v e B 
puts A •- A U B y por lupotesis 

Entonces 

x e A => x e A a x e B =» „v e A n B 

Es iecir A C A n B (2) 

Por (1) y (2) resulta 

A n B — A 

4°) A n B = A ** A C B 

Esia demostrado en el ejemplo 2-16 ii) 


2.10. DIFERENCIA DE CONJUNTOS 


2.10.1. Dtfinicion 

Diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto formado por loselementos 
de A que no pertenecen a B. 

A - B = ( x / x e A a x t B ) 

s ^ 

El diagrams correspondiente es 




diferencia de conjuntos 
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£/em ^Considerando como universal al conjunto de los puntos del piano la 
) diferencia entre la recta r y el segmento AB es la union de las semirrec as 

abiertas AM y BN 



«> La diferencia entre el conjunto de los numeros pares v el conjunto de los 
' numeros primes es d conjunto de los numeros euteros del tipo .« = - ■ k 
siendo k & £ 1 - 

2.10.2. Propfedad. La diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del 
primero con el complement del segundo. 
c e trata de probar que A - B = A H B c . .. 

En efecto. aplicando sucesivamente las definiciones de diferencia. complementacion 

e interseccion, se tiene 

A-B={x/xeA a xin} = [x/xeA a xeB c }=AOB 
Ejemplo 2-24. 

Demostrar B C A o (A“B|UB-A 

(A — B) U B = (A n B c ) U B = (A ! J B) O (B c U B) = 

= (AUB)nU = AUB = A 

Por 2.10.2, distributividad de la union respecto de la interseccion por ser 
B c u B = U. por neutro para la interseccion y lo demostrado en el ejemplo - 

Ejemplo 2-25. 

Demostrar la distributividad de la interseccion respecto de la diferencia, es dectr 
A n (B - C) = (A n B) - (A n C) 

E„ lugar de seguir el metodo general de probar las dos indusiones vamos a 
• trasformar cada miembro de la igualdad utilizando las propiedades demostradas. 

Asi 

A<T(B —C) = An(BHC c ) = AHBnC (1) 

por 2.10.2 y asociatividad de la interseccion. Considerando el segundo miembro y 
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aplicando 2.10.2, ley de De Morgan, distributividad de la interseccion respecto de la 
union 

(AnB)- (An cj = (A nB)n(An cy = 

- (A n B) r» (A c u C c ) = 

= (A n b n a c ) u (A n b n c c ) = 

= <j> u (A n b n c c ) - A n B n c c (2) 

De (1) y (2) resulta 

A n (B - C) - (A n B) - ( A n c) 

2.11. DIFERENOA SIMETRICA 

Sean A y B dos subconjuntos de U, 

2.11.1. Definirion 

Diferencia simetrica de los conjuntos A y B es la union de los conjuntos A — B y 
B- A. 

La notacion es 

A A B = (A — B) U (B — A) (1) 
y el diagram a correspondiente 



Otra identificacion de la diferencia simetrica es 

A A B = (A n B c ) U (B n A c ) (2) 

que se deduce como consecuencia inmediata de La definition, teniendo en cuenta que 
la diferencia entre dos conjuntos es igual a la interseccion del primero con el 
complement© del segundo, segun 2.10.2, 

Resulta tambien 

A A B=(AUB)"(A n B) / (3) 


i 





DU KRENCIA. SIMETRICA J1 

En efecto 

A a B = (A “ B) U (B — A) = (A n B c ) U (B O A c ) = 

= [(A n B c ) uB]n [(A n B c ) u A c ] = 

= (A U B) n (B c u B) n (A U A c ) n (B c U A c ) = 

= (A u B) n u n U n (A c u B c ) = 

= (A U B) n (A c U B c ) = (A U B) O (A O B) c = (A U B) - (A n B) 

De acuerdo con (2), por ley distributiva de la union respecto de la interseccion, por 
ser B e U B = A U A c = U, por ser U neutro para la interseccion, por conmutatividad 
de la union, por ley de De Morgan y por 2.10.2. 

Las expresiones altemativas para la diferencia simetrica son 

A A B = (A — B) u (B — A) = (A n B c ) U (B n A c ) = 

= (A U B) - (A n B) — (A u B) n (A n B) c 

t 

2.11.2. Propiedades de la diferencia simetrica i. 

I) CONMUTATIVIDAD 

A A B-(A-B)U(B-A)«(B-A)U(A-B)«B A A 

II) EXISTENCIA DE NEUTRO. En P (U), el vatic es neutro para la diferencia 
simetrica. En efecto 

A A $ = (A ~ $) U (<£ — A) = AU4>=A = $AA 

UI) EXISTENCIA D£ INVERSOS. En una operation entre elementos de un 
conjimto (en este caso el conjunto esi>(U), los elementos son los subconjuntos 
de U y la operacion es la diferencia simetrica)* interesa determinar si, dado un 
conjunto, existe otro cuya diferencia simetrica con el es el neutro. Afimiamos 
que todo conjunto A C U admite al mismo A como inverse respecto de la 
diferencia simetrica. 

En efecto 

A A A = (A - A) U (A ~ A) = $ U <f> = $ 

IV) ASOCIATIVIDAD. Cualesquiera que sean A, B y C pertenedentes af (U) se 
verifica * 

(A A B) A C = A A (B A C) 

Demostracion) 

. (A A B) A C = [(A A B) n C c ] U [(A A B) c n C] — 

= {[(AnB c )u(A c nB)]nc c } u {[(AUB)n(AnB)'] c nc } = 

= (A n B c n c e ) u (A c n B n c c U' [ [«A u B) c u (A n B)] n C } '= 
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“(AnB c n c c ) u(a c n b n c c ) u (A c n b c nc) u (A n b n C) = 

= (A n b n c) u (A n b c n c c ) u (A c n b n c c ) u (A c n b c n c) (i) 

En este desarrollo se han utilizado las consecuencias de la definition de diferencia 
simetrica, leyes de De Morgan, distributividad de la intersection respecto de la union y 
la conmutatividad. 

Desarroliamos ahora el segundo miembro aplicando la conmutatividad de la 
diferencia simetrica y utilizando el resultado anterior 

A A (B A C) ~ (B A C) A A - 

- fB n C HA) v (B n c c n a c ) u(B c nc n a c ) u (B c n c c n a) = 


« (A n b n c) u (a c n e o c c > u ( 

De (l)y (2) results 
(A AB)AC = AA(BAC) 


n n n 11 / a c n r* 


C) U(An B c n c c ) 


Ejempio 2-26 . 

i ) La diferencia simetrica entre los intervalos reales 


ii) En cambio 


(1 ,«)A(-»,3J = (3 ,«)U(-»,1) 


(1 »,3) = [3 ,°°)U(— oo,i] 


Ejempio 2-27. 

Demostrar la ley canceiatrva de la diferencia simetrica, es decir 
A A B = A A C B = C 


En efecto 

AAB = A AC =» AA(AAB} = A A (A AC) 

=> (A A A) A B (A A A) A C ^ 

AB^^AC B^C 

Ejempio 2-28. 

Demostrar la distributividad de la interseccion respecto de !a diferencia simetrica. 
Tesis) (A A B)H C - (A n C) A(B n C) 

Demostracion) Desarroliamos los dos miembros por separado 

(A A B) n c = [(A n b c ) u (A c nB))nc = 

= (A n B c n 0 u (A c n b n c) (i) 




PRODUCTO CARTES1ANO DE CONJUNTOS 


(A n c) A (B n c) = [(A n c) n (B n cf] u [(A n c) c n (B n c)] =■ 

= [(A nc) n (B e u c c )] u [(a c u c c ) n (B n c)] = 

= (A n C n B c ) u (A n c n c°) u (A c n b n c) u (C c n b n C) = 

= (AnB c nc)u4>u(A c nBnc)u^ = 

= (A n B c n C) u (A c n b n c) (2) 

Hemos utilizado las alternativas de la definicion de diferencia simetrica, la 
distributividad de la interseccion respecto de la union, una ley de De Morgan, la 
conmutatividad de la interseccion, la definicion de conjuntos disjuntos y la neutralidad 
del $ para la union. 

2,12. PRODUCTO CARTESIANO 

2.12.1 Par ordenado ' 

Dados dos elementos a y b interesa formar un conjunto que dependa de dichos 
elementos y del orden en que se consideran. 

Definicion 

Par ordenado (a , h) es el conjunto cuyos elementos son j y > b j 
(fl,b)= |{ a } * { a > 6 }} 

ay b son la primera y la segunda componentes del par ordenado. 

En particular se tiene 

(a,o)= j{ a) , {*>*}} = 

Si a =£ b. entonces (a , b) ^ (b , ff) 

'Queda como ejercicio la siguiente propiedad; dos pares ordenados son iguales si y 
solo si tienen sus componentes respectivasnente iguales 

2.12.2. Definicion * 

Producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto cuyos elementos son 
todos los pares ordenados cuya primera componente pertenece a A y la segunda 
aB. 

A X B = ^(a ,b) I a e A a e B } 


En simbolos 
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En particular 

A X A = A 2 = |(s,6 )/af A a beA'j 

Ejemplo 2-29. 

i ) Producto cartesian© de A = | 1 , 2,3 } y B = <£l , 2 } 

A X B = {(1 ,1), (1,2).(2,1).(2,2),(3,1),(3,2)} 

» ) Por ser pares ordenados, ios elementos del producto eartesiano de dos 
conjuntos pueden representarse mediante puntos del piano cuya abscisa y 

ordenada son, respecnvamente, la pnmcra y La segurida coinpouente. 



i 123 

A 

Los vertices de la cuadncuia obtenida son los elementos del producto cartesiano. 
Hi) El producto cartesiano no es conmutativo, pues 

(3 > l)e AX By (3 S 1)*BX A => 

=>AKB^BXA 

Ejemplo 2-30 . 

Sean los intervales cerrados de numeros reales 

[a ,b]=^xeRla<x<b^ 

(c,flf) = |>’eR / c <y < d ^ 

Entonces 

[a , b]X [c , d] = ^ (x , y) eR 2 ja a 

es el rectangulo cuyos lados son dichos intervalos. 


PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS 





Ejemplo 2-3 L 

Sean A = x e R / \x\ < 1 } y B = R 
Entonces 

AX B= f (x,y)eR 2 i~l <x<t a/cr) 
es la faja abierta de la figura 
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Ejemplo 2-32. 

El producto cartesiano es distributive respecto de la union 
(A U B) X C ~ (A X C) U (B X C) 

En efecto 

(xj)f(AUB)XC*>xeAUB a y eC 
(x e A v x e B) a ye C 
(x e A a ye C) v (x e B a yeC)<* 

(x ,y) e A X C v {x ,.v) € BXC ^ 

^ {.v «y) e (A X C) UIB X C) 

Memos aplicado. sucesivamente: definiciones de producto cartesiano, de union, 
distributividad de la conjuncion respecto de la union, definiciones de producto 
cartesiano y de union, 

El producto cartesiano de tres conjuntos se define mediante 
A X B X C - (A X B) X C 

Sus elementos son ternas ordenadas, 

Como case particular, se tiene 

A 3 = A X A X A = ((x ,y , 2 ) / x e A a ye A a z e A ) 

En este caso, la representacion es espacial. 

2 13 DPERACIONES GENERALIZADAS 

Sea (A,, A . . K } un conjunto finito de conjuntos; en este caso podemos 

formar ia union e interseccion de dicha familia, es decir 

n 

A, U A. U. ,,U A„ = U Ag 

n 

A, r. A; n...n a„ = 0 a, 

i K ! 

donde los segundos miembros denotan abreviadainente tales operactones. 

Si consideramos 1„ = { 1,2. n } , entonces escribintos 

U A, = U A, 

t e In * “ 1 ’ e 

n 

n a, = n a, 

i e Irt i — I 
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I es un intervalo natural iniciai (conjunto de los n primeros numeros naturales) y 
se llama un conjunto de indices. 

Si el conjunto de indices I se identifica con N, es decir, 

[=<^1 2 3 ,..., n ,.. , entonces la familia de conjuntos A j , A 2 ,...» ,...^ 

se llama sucesion de conjuntos y la notacion es 

LJa^ U A* 

i e \ i - 1 


Ha, 

* € I 1=1 

Tambien puede ahreviarse la notacion de la familia de conjuntos 
f Aj , Aj * * * *» ^ ^ Aj j> j e 1 

2131 . Sea { A* > f una familia de conjuntos. 

Definition 

Union de la familia ^ A,-J . € t es el conjunto 

Ua, = fxl 3 iel A xe A,- } 

i e I ^ 

Es decir, un elemento pertenece a la union de la familia si y solo si pertenece a 
alguno de los conjuntos de dicha familia. 


2.13.2. Definicion 


Interseccion de la familia ^ Aj ^ . € t es el conjunto 
n Aj => { x I x e A,, V/1 


t'n elemento pertenece a la interseccion si y solo si pertenece a todos los conjuntos 

de dicha familia. . . , . 

Pan las uniones e interseeciones generaltzadas subsisten las propiedades u.s 

binario. En particular las leyes de De Morgan son 

/uaY= n a, c 

i f ^ T if 1 
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Ejemplo 2-33. 

Operaciones con intervalos reales 

i ) U [/— 1 ,0 = tO,l)U[l,2)U[2,3)U....= 

i = 1 

= R*U (o } =[ 0 «) 

donde R 4 denota el conjunto de los numeros reales positives. 



1!1) 0 ( 0 . 1 ) = (o.D■*> (o,-y) 


n fo, ■—) 

\ Jy 


2.14. UNIONES D1SJUNTAS 

En Prcbabilidades se utilizan uniones de conjuntos disjuntos y en lugar de utilizar 
las notactones 

AUB para el caso A n B = <j> 

es usual escribir 

A + B 

simbolo que indica una union disjunta. 

Si se tiene una union arbitraria de conjuntos, esta puede expresarse como union 
disjunta de la siguiente manera 

AUB = A + A e nB 



Consideremos ahora la union de tres conjuntos A|, A 2 y A 3 ; la podemos expresar 
como union disjunta mediante 
3 

U a, = A, + A? n a 2 + Ai n AS n a 3 
1=1 


OPERACIONES GL1N1 RALIZADAS 
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Indicando con el simbolo X la union en el caso disjunto, la expresion anterior en el 
caso de una sucesion de conjuntos puede escribirse asi 

U Ai = Aj + X a? n A? n ... o A5 j n A y 

I € N J - 2 

Se trata de probar esta igualdad. 

a) El segundo miembro es una union disjunta. 

Sean dos terminos de la sumatoria con i =£/, por ejemplo: i </. Se tiene 

(AS n ... n Af.,n A,) n (At n ... n Af n ... n A/. t n A y ) = 

= <p pues Aj O Af = <j> 

b) Todo elemento del primer miembro pertenece al segundo. 

Sea x€ U A, 3 i € N / x € A, 

i € N 

* 

Si k es el me nor entero positive para el cual jc € A*, se tiene x $ A x U A 2 U ... 

U A fe j ya que x no pertenece a ningun A,* con i < &. 

Luego 

xe(A, ua 2 u ... uA fc ,) c => 

=> x e At n AS n ... n A*.* y como x e A k => 

* e At n At n ... n AJ., n A* 

y en consecuencia x pertenece al segundo miembro. 

c) Sea ahora un elemento del segundo miembro. Por ser una union disjunta, dicho 
elemento pertenece a uno y solo uno de los terminos, es dedr 

3k/x€A c t HASH ... OA{., H A* =* 

=>■ x e A k para un unico k => 

=> x £ U A, 

* ie N 



TRABAJO PRACTICO II 


2-34, Se considers un experiments aleatoric consistente en lanzar tres monedas. Si ana 
moneda cae cara. se anota 1, y si cae sello se auota Q a Forrrsar e! conjunto cuyos 
eiementos son los posibles resultsdos del experimento. 

2-35. Con relacion al ejercicio anterior, determiner por extension los siguientes sub- 
conjuntos: 

St : se dan mas caras que sellos. 

$2 i se obtienen al menus dos caras. 

S 3 : sa obtiene el mismo resultado en las tres monedas. 

2-36. Con los conjuntos definidosen 2-30, obtener: 

S^;S 2 -S 3 ;S 1 ns 3 ;(S 2 uS 3 )ns 1 
2-37, Sean los conjuntos 

A = | x € Z i lx| < 3 } 

B - / jc e Z j x 2 <l\ 

determinar AOB,AUB,A — B,B"A,AAB 
2-38, Dados 

A -l xeR/lt““ <l\ 

L j ~ 

b = i *eR/U-ij<4 ? 

Obtener A n B , A U B , B c 
2-39. Sienda 

A= {j«reR/jc 2 -1 =o} 

• . B=(.reR/W<l) 

obtener A O B , (A U BF 
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2-40. Si A= { xeZ/ M<4 j y . 

B = { x e Z / x| 6 } determinar 

AUB,AOB,A — B,B — A,AAB 
2-41. Formar todos los subconjuntos de 

A = {(0,0) , ( 1,0)} 

2-42. Siendo A = ( a . b) , obtener P (A 2 ) 

2-43- Demostrar 

(AOB)C AC(AUB) 

2-44 . Demostrar 

AC B A ACC^AC(BOC) 

2-45. Demostrar que si dos conjuntos estan inciuidos en un tercero, entonces su union 
tambien lo esta. 

2-46 . Demostrar 

AC (p => A = <t> 


2-47 . Demostrar 


2-48. Demostrar 


2-49, Demostrar 

2-50, Demostrar 

2-5 L Demostrar 

2-52. Demostrar 

2-53. Demostrar 


A — B = A-(AnB) = (AUB)-B 
(AUB)-C = (A-C)U(B-C) 

(A n B) - c = (A - C) n (B - C) 

(A- B) — C — A-IBUC) 

A — (B — C) = (A — B) U (A n C) 
(A-B)-CC A-(B-C) 

A U (B — C) = (A U B) — (C — A) 
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2-54. Deraostrar 

2-55. Demostrar 

2-56. Demostrar 

2-57. Demostrar 

2-58, Demostrar 

2-59. Demostrar 

2-60. Demostrar 

2-6/. Demostrar 

2-62. Demostrar 

2-63. Demostrar 
2-64. Demostrar 

2-65. Demostrar 


A = (A n B) u (A n B c ) 

BCA <=> (A”B)UB = A 
(A — B)UB~AUB 
A A B = 0 A = B 
AXB = 0oA~0 V B = 0 

A C B a CCD AXCCBXD 

(A OB)XC = (AX C) n(B X C) 

(A — B) X C = (A X C) — (B X C) 

i) AC B => (AUC)C(BUC) 

ii) ACB (AnC)C(BnC) 

A C B a ACC «>AC{BOC) 
ACC a BCC o (A U B) C C 

A n B =0 A AUB = C =* A = C — B 


2-66. Demostrar 

i ) U c = 0 iii) A H A c — 0 

ii ) U = 0 C iv) A U A c = U 

2-67. Demostrar 

A U B = U a AOB = 0 =* B = A C 
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2-68. Demostrar 

i) A-(A“B) = AHB 

ii) A U (B - A) = A U B 

2-69. Demostrar la equivalence de 

A U B = U y A c CB 
2-70. Demostrar la equivalence de 

A C B c y A n B = 0 

2-71. Si A tiene n elementos escxibimos C (A) = n (cardinal de A es igual a n). Si A y B 
son finitos, entonces el cardinal de la union es igual a la suma de los cardinales, 
menos el cardinal de la interseccion, es decir 

C (A UB) = C (A) + C (B) — C (A n B) 

Demostrar 

C (A U B U C) = C (A) +C(B) + C(C)“C(AnB)“ 
-C(Anc)“C(Bnc) + c (A n s n c) 

2-72. Sean U # 0 y A una familia no vacfa de subconjuntos de U, es decir: A C F(U). 
For deflnieion, A es un algebra de Boole de partes de U, si y solo si A es 
cerrada para la complementaeion, para la union, y contiene al vacio. Es decir 

i ) Ae,4 ** A c € A 

ii) A* e.4 , re I => U A, e.4 

iel 

iii) <p € A 

donde I denota un conjunto de indices a lo sumo numerable. 

Demostrar que A contiene aU,y que es cerrado para la interseccion. 

2-73. Sean: 12 # 0, A y B dos algebras de Boole de partes de 12. Demostrar que A^B 
es un algebra de Boole. 
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3.1. ESTKODUCCION 

Se desarrolia aqui un tema de fundamental importancia en el esquema de la 
matematica actual' las relaciones binarias. Mediante eilas es posible vincular elementos 
de dos conjuntos, no necesariamente diferentes. y segun sea el tipo de cooexion se 
tienen ias distintas clases de relaciones. En este capitulo se estudiaran con adecuado 
detalle las relaciones de equivalence y de orden. 

3.2. RELACIONES BINARIAS 

Sean 4 y B dos conjuntos y F (x ,y) una propiedad relativa a los elementosx e A e 
v e B, enese orden. Esto sugiere natumlmente la consideration del productc cartesiano 
AXB, y la determinacion de los pares ordenados (a , £>) para los cuales P {a * b) es una 
proposicion verdadera. De este ntodo queda deflnido un subconjunto R C AXB, 
llamado relacion. 

Para fijar ideas consideremos el conjunto A formado por las personas a. b,cyd,y 
el conjunto B cuyos elementos son ias posibles notas semanales obtenidas en una 
asignatura: U 2 . 3 , 4 v 5 , correspondientes a msuficiente, aprobado, bueno- 
distinguish y sobresaliente Esdecir 

A-{ a.b.c.d) y B— {l,2,3,4,5} 

Los elementos de A quedan vinculados con los del conjunto B mediante la 
propiedad 

p (x , 7 ) : x obtuvo la notay 

Supcngamos que la situacion al cabo de una semana queda especificada mediante el 
siguiente diagrams 
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Esta relacion entre A y B esta caracterizada por ei conjunto de pares ordenados 
R = {(a,2),(a,4),(Z>,4),M,5)} 

como c no tiene ningun eorrespondiente en B. consideramos que no ha sido elasifieado 
en la semana. Se tiene 

(x ,y)eR ?(x ,x> e * v 

Definition 

Relacion entre A y B es todo subconjunto del producto cartesiano AXB. 

En simbclos 

R es una relacion entre AyB RC AXB 

Para indicar que un par ordenado (a , b ) perteneee a la relacion suele escribirse 

a R b, lo que equivale a (a , b) € R. 

* 

3 . 3 , REPRESENTATION BE RELACIONES 

Sea R una relacion entre A y B, es decir, R C AXB, En e! caso de conjuntos finttos 
se utilizan los siguientes tipos de representation: 

i ) Mediante diagramas de Venn, como en el ejemplo anterior, 
ii) Mediante un grafico cartesiano. En este caso se consideran como abscisas los 
elementos del primer conjunto, y como ordenadas los del segundo. Mediante 
para)clas a los ejes trazadas por los puntos de division se forma una 
cuadricula cuyos vertices son los elementos del producto cartesiano AXB, e 
estcs se senalan los que pertenecen a R . 
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iii) Mediante un matriz. Sobre una eolumna se anotan los elementos de A, v 
scbre una fiia los de B. En el angulo superior izqtiierdo, el significado de la 
relacion, Se asigna a cada elemento del producto cartesiano AXB un 1 o bien 
un 0 , segun que el par ordenado eorrespondiente pertenezca o no a la 
relacion. Con e! mismo ejemplo, resulta 


R 

1 


3 

4 

5 

a 

0 

1 

0 

1 

0 

b 

0 

0 

0 

1 

0 

c 

0 

0 

0 

0 

0 

d 

0 

0 

0 

0 

1 


h 

f- 



3.4. DOMINIO, IMAGEN, RELACION INVERSA 


Consideremos una relacion R entre los conjuntos A y B. . ^ % t 

Si (jc . y) e R diremos que 7 es una imagen de x a traves de R, y que x es un J i 
antecedente o preimagen dey por R. w 

Definition > | 

Dominio de R es la totalidad de los elementos de A, que admiten imagen en B 

D^= ^xeAI(x ,y)eR j> | 

% 

i 
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Definition / 

Imagen de R es el conjunto de los elementos de B, que admiten un antecedente 
en A 

1^= [ye B/(x ,y)eR } 

Definition < 

Relacion inversa de R es el subconjunto de BX A definido por 
R' 1 = | (y ,x)l(x 

Ejempio 3-1. 

Con relacion al caso estudiado en 3.2, se tiene 

°R={ a ' b - d } l R=i 2 ’ 4 ' 5 ) 

La relacion inversa es 

R' 1 = ( (2 ,fl).(4 ,j).(4.6),(5 ,d)} 

y corresponde a la propiedad 

P (y . x) : y es la nota obtenida por x 

El grafico cartesiano de esta relacion inversa es 




6a 
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3.5. COMPOSICION DE RELACIONES 

A partir de las reiaciones R C AXB y SC BXC, es posible definir una relacion entre 
A y C, llamada composicion entre R y S, mediante 

S_°R = {(x ,z)/3yeB a ( x,y)eR a 0,z)es} 

La composicion de reiaciones admite las siguientes propiedades: 
i ) Asociatividad. 

(T*S)*R « Jo (So i?) 

ii ) La relacion inversa de la composicion es igual a la composicion de las 
reiaciones mversas, en orden permutado. 

(SoR)-' =R~ l of 1 
Las demostraciones quedan como ejercicios. 

Ejemplo 3-2. 

Consideremos los siguientes conjuntos y reiaciones: 

A={ -1,0, lj B={i,3j C= {3/2,5/2, o] 


R c AX B esta. definida por: la iraagen de x es su cuadrado. 

S C BX C caracterizada por: el correspondiente dejy es su mitad aumentada en 1. 



Se tienei 
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3.6. RELACIONES DEFINIDAS EN UN CONJUNTO 

Sea R una relacion entre A y B, donde B » A. En este caso la relacion esta definida 
en A, y se identifica con un subconjunto de A* = AX A. 

Definition 

R es una relacion definida en A, si y solo si R C A*. 

Como todo subconjunto de A 2 es un elemento de las partes de A 2 , podemos deck: 

R es una relacion definida en A si y solo si R € P (A ) 

Es claro que el conjunto vacio y el mismo A 2 son reiaciones definidas en todo 

conjunto A, ya que son subconjuntosde A . , 

Si A tiene n elementos, entonces A 2 tiene n 2 elementos, y el conjunto de partes de 
A 2 tiene 2 (r,1) elementos, es deck, existen 2 l " > subconjuntos de A , o lo que eslo 
mismo, reiaciones en A. 

Ejemplo 3-3, 

Se trata de format todas las reiaciones que es posible defink en el conjunto 

A = {«! 




RELACIONES 


DetermInamos primero el producto cartesiario 

A 2 = {(«, ,«,).(«, ,a 2 ),(a 2 

Como A 2 tiene cuatro elementos, existen 2 4 relaciones en A, y son las siguientes: 

R 2 — { ( a i >#i)} 

■^3 “{ ( a \ > a l )} 

R, s / («1l \ 

i ' * * J 

R s = / (a 2 ,a 2 )} 

~ { (*i ,a 2 ) } 

*7 ={ I »^l)*C^2 ,*l) } 

i? 8 =r| (tf| ,J 2 ) | 

R 9 — { ’ a z) » 0*2 » #l) } 

*10 -{ (fli , a 2 ) , (tf 2 ,fl 2 )} 

= { 6*2 .^j) , O 2 
i? |2 =| 6*1 »<*l) , Ol , «2> , (fit 
^13 *{ 0 *i f a l ) f (a l ,a 2 ),(a 2 ,a 2 )} 

/?14 — | 6*1 ,^i) * (fl 2 »#l) * 0?2 >* 2 )} 

*» = { (*1 » a s) > 6*2 ><*l) > 6*2 ,* 2 )} 

*i 6 =A 2 


Ejemplo 3-4. 

Grafico cartesiano de la relacion definida en R, mediante 

{x r y)eR ^x 2 ^y 2 ( 1 ) 

La relacion es un subconjunto de R 2 , y pertenecen a eila los pares ordenados de 
rmmeros reales que satisfacen a ( 1 ). Ahora bien ‘ 

.V 2 = V 2 <*X 2 -y 2 = 0 <*(jc +y).(x ~y) = Q 
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Sabemos que en R, si el producto de dos factores es cero, alguno de los factores es 
nulo, es decir 

x+y~ 0 v x-y = 0*>y = -x v y-x 

Cada una de estas ecuaciones es la representacion analitica de una recta del piano; 
en este caso, sc trata del par de bisectrices del sistemade ejes. 

Si A = { (.v,y)/y = -*} yB = ((jtj)/p x'j 



entonces la relacion 

R = ^ (x ,y) I x 2 — y 2 j = A U B, es decir es la union de ambas bisectrices. 

3.7, POSIBLES PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DEFINIDAS 
EN UN CONJUNTO 

Sea R una relacion definida en A, es decir, RCA 2 , Dicha relacion puede 
dasificarse de acuerdo con las siguientes propiedades: 

3.7.1. Reflexividad 

R es reflexiva V x : x e A => (x ,x)eR 

La reflexividad de R se caracteriza porque todo elemento de A forma pareja consigo 
mismo, y el par asi obtenido pertenece a la relacion. 

Uamamos diagonal de A 2 al conjunto D=|(x,x)/^eAj es decir, la diagonal 
de A 2 es el conjunto de los pares de componentes iguales. La reflexividad se cadu- 
ce en el hecho siguiente: la diagonal de A 2 esta contenida en la relacion, es ear 

R es reflexiva D C R 
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3.7.2. No reflexividad 

Consists en la negacion de 3.7.1. 

R es no reflexiva 3 v / x e A a (x , x) 4 R 

La no reflexividad de R queda especifieada por la existencia de al menos un 
elemento de A que no este relaeionado consigo mismo. 

En un diagrama cartesiano ocurre queda diagonal de A 2 no esta contenida en la 
relation, osea: 

R es no reflexiva 4* R n D D 

3.7.3. Arrtflexividad 

R es arreflexiva V x: x e A => <x , x) £ R 

Es deck, ningun elemento de A esta relaeionado consigo mismo, o lo que es igual, 
ningun elenento de la diagonal de A 2 pertenece a la re lac ion o equivalentemente 

R es arreflexiva R HD — 0 

Es claro que toda relation arreflexiva es no reflexiva, 

Ejemplo Jo. 

En A = | 1,2,3^ consideramos las siguientes relaciones: 

i ) R = {(1,1),(2,2),(3,3),(2,3)} 

De acuerdo con la definieion dada en 3.7.1., resulta R una relation reflexiva 



ii) Er cambio S= {" (11) , (2,3) , (3,2) J es no reflexiva, pues 
2e A a (2,2 )4R 
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iii) r-{(1.2).(2.1),(3,l)} 

Es arreflexiva, ya que ningun elemento de A forma pareja consigo mismo en 
h relacion. 



3.7.4. Simetria 

R es simetrica «*■ '» x ».* « A :vt - y)eR i y .x)sR 

Es dedr, si un par pertenece a la relacion, el par que resulta de permutar sus 
componentes tambien pertenece, y en consecuencia el diagrama cartesiano es suite rico 
respecto de la diagonal de A* - 

3.7.S. No simetria 

Es la negacion de la simetria. 

R es no simetrica 4 * 3 x 3 y I (x , y) € R A (v , x) 4 R 
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La no sinietrfa no impide que dos pares de componentes permutadas pertenezean a 
la relacion, pero exige que haya al menos un par en la relacion, y que el que resulta de 
permutar sus componentes no pertenezca a eila. 

3.7.6. Asimetna 

R es asimetrica o Vx Vy: (x ,y)eR => (y ,x)4R 

En este caso debe ocurrir que si un par pertenece a la relacion, entonces el que se 
deduce por permutacion no pertenece. 

Ejemplo 3-6, 

En A { 1 * ~ ^ ] clasificamos desde este punto de vista las relaciones: 
i ) 5= {<1 . 1).(2,3),(3,2)} 
es simetrica. 

ii) T= {(1.2),(2.1),(3,1)} 
es no simetrica. ya que 

(3,1 )eT a (i ,3)$T 

<»> t = {<1.2),(1,3),(2,3)} 
es una relacion asimetrica en A. 

3.7.7. Transitividad 

R es transitiva V x Vy Vz: (* ,y) e R a (y ,z)eR (x ,z)eR 

Es deck, si un elemento esta relacionado con otro (no necesariamente distinto), y 
este esta relacionado con un tercero, entonces el primero esta relacionado con el 
tercero. 

3.7.8. No transitividad 

Por ser la negacion de la transitividad, decimos 

R esno transitiva *> 3x3 v 3 z l(x,y)eR a (y,z)eR a (x,z)eR 

3.7.9. A transitividad 

Res atiansitiva VxVyVz:( X ,y)eR a (y , z) eR => (x , z) <t R 
Ejemplo 3-7. 

Considerando el mismo conjunto A de los ejemplos 3-5 y 3-6 se tiene: 
i ) R y U son transitivas. 
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ii ) V = ( (1 , 2) , (2,3) , (1 , 3) , (3 , 1) } es no transitiva, ya que 
(l,3)eF a (3 ,l)eF » (1,1)(F 

iii) It’ = 7(1 , 2) , (2,3)} es atransitiva, ya que 

(1,2 )elf a (2 ,3)elf =>(1,3 )?W 

3.7.10. Antisimetria 

R es antisimelrica V x V y : (x ,y)eR a (y , x) € R x = y 

En csic caso, si dos pares de componentes permutadas pertenece?! a la relacion, 
entonces dichas componentes se identifican. 

De este modo, ia relacion R del ejemplo 3-5 es antisimetrica, pero no lo es S puesto 
que es F la proposition 

(2,3 )eS a (3,2)e5=*2 = 3 

Ejemplo 3-3. 

En R se considera la relacion R definida por 

(x , y) e R ** x—yeZ (1) 

Estamos interesados en la elasificacion v representacion de R. 

La definition (1) se traduce en estos terminos: dos reales estan relacionados, si y 
solo si su diferencia es un entero. 
i ) Reflexividad. 

a eR => a — a ~ QeZ => (a . a) eR 

ii) Simetrsa. 

{a. b)€ R => a—beZ => b~~ a € Z => {b , a) eR 
Por (1), porque si un nurnero es entero, su opuesto tambien lo es, y por {1). 

iii) Transitividad. 

(a , b)e R a (6 , c) eR => a - b eZ a b-ce Z=> 

=> <j - ft) + (b - c) e Z => a - c e Z => (a. c) e R 

iv) R no es antisimetrica, pues 

{3,2)eR a (2,'3)ei? => 2 = 3 es F 

v ) Grafico de R. 

A R pertenecen los pares de reales {x , y) tales que x — y€ Z 


Ahora bien 


x — y eZ => x — y = k/k eZ => v — x — k con 
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Para cada entero k se tiene una recta paralela a la primera bisectriz. 


I 



La relacion consists en todos los pares (x , y) € R 2 pertenecientes a la familia de 
rectas, es decir: 

R ” k Hz i e RZ = x ~ k ) 

Ejemplo 3-1 

Sea A ur conjunto. Como el vacio es parte de cualquier otro, la proposicion 0CA 2 
es verdaderi y, en consecuencia, <f> es una relacion en A. Tal relacion verifica las 
propiedades: 

i ) AtreOexividad. La proposicion 

V x ’ x € A ^ ix jcI f $ & 

es verdadera, ya que el consecuente de la implicacion es V. 

ii) Simetria. Se verifica por ser V la proposicion 

Vjc Vy : (x ,y)e<p (y ,x) e $ 

iii) Tiansitividad 

(x,y)e<f> a (y , 2 )e<t> =>(x,z)e<p 


es V porque el antecedente es F. 


RELACIONES DE EQUIVALENCIA 


77 


V 

iv) Como la implicacion 

(x ,y)e<t> a 0 ’ ,z)e<!> =* x = y 

es verdadera por tener el antecedente falso, la relacion es antisimetrica. 

Es decir, la relacion vacia definida en un conjunto, es arreflexiva, simetrica, 

transitiva* y antisimetrica. ^ 

Si A = & entonces la misma relacion es ademas reflexiva, pues 

V X :x€ A => ix ,x)e<j> 

es verdadera. 

3.8 RELACIONES DE EQLTVALENCIA 

Las relaciones binarias definidas en un coqjunto, que vertfican las propiedades 
reflexiva. simetrica y transits. se llaman de equivaiencia y desempenan un papel 
importante en algebra. 

3 . 8 j. Concepto de relacion de equivaiencia 
Definition 

La relacion R C A 2 es de equivaiencia en A si y solo si es reflexiva, simetrica y 
transitiva. 

Por razones de simplification se utiliza el simbolo y los eleinentos de todo par 
perteneciente a la relacion se llaman equivalentes. 

La notacion a -/> se iee “a es equivaiente a b". y signifies que e! par (a . b) periene- 
ce a la relacion. En este sentido. las relaciones de equivaiencia satistacen: 
i ) REFLEX1V1DAD. Todo elemento de A es equivalnte a si mismo. 

V x : x e A => x ~x 

ii) SIMETRIA. Si un elemento es equivaiente a otro. entonces este es 

equivaiente afprimero. 

v a: V y : x -y }' 

fill TRANSIT IV! DAD,. Si un elemento es equivaiente a otro. y este es 
equivaiente a. un tercero. entonces ei primero es equivalence al tercero. 

V x V v V z : x A y ==> x 

Ejempio 3-10. 

En A — (" 1 , 2,3 j , la relacion * 

{u ..<3.3).(i .2),(2,i)} 
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es de equivalencia. Claslficanios las siguientcs proposiciones: 


1 -1 V 

1 -2 

V 

3 ~1 F 

2 -2 V 

2 -1 

V 

2 ~3 F 

3 -3 V 

3 -3 

F 

3 ~2 F 


En virtud de las Ires primeras queda asegurada la reflex ft-idad. En cuanto a la 
simetria es suficiente ver que 

1 ~~2 =>2-1 es V 

Mas aun* si el amecedente es falso la implication es verdadera 

1 -3 => 3 -i 

Para la transitividad, descartando los casos de antecedents falso, es suficiente 
verificar: 

1 -1 
1 -2 
2-1 
1 -1 

El diagrama de Venn es 



donde cada arco orientado esta asociado a un par perteneciente a la relacion, En forma 
caitesiana: 


a i ~2 => 3 -2 V 
a 2 -1 => 1 -1 V 
A 1-2 =>2—2 V 
a 1 -i =* 1 —1 V 



CLASHS D! J QUIVALENCIA 



3.8,2. Oases de equivalence y conjunto cociente 

Sea - una relacion de equivalencia en A =£ <f>. Un problema de interes es la 
determination de todos los elementos de A qde son equivalentes a uno dado, es decir, 
que form an pareja con el. La respuesta conduce en cada caso a un subconjunto de A. 
llamado clase de equivalencia del elemento. 

Definition 

Clase de equivalencia del elemento a e A es el conjunto de todos los elementos 
de A equivalentes a a. 

K,, = ^ x € A / x -a } 

Con relacion al ejemplo 3-10: 

K,-{3} 

Es decir, hay dos clases de equivalencia, que son subconjuntos de A. 
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Podemos avanzar uri poco mas y preguntamos por el conjunto cuyos elementos son 
las clases de iquivalencia: K! y K 3 . 

Para denctarlo, podemos elegir un unico elemento en cada clase de equivalence, 
digamos 1 y 3, con lo que queda caracterizado un conjunto de indices I = | 1 , 3j> 

de modo tal que a cada elemento de este le esta asociada una clase de equivalencia. El 
conjunto tornado por las clases de equivalencia se llama conjunto cociente de A por la 
relacion de equivalencia, y la notation es 

4 = {k* .k 3 ) 

o bien, mediaite el conjoint© de indices 

4 “ { K a l « e! } 

Us clases de equivalencia constituyen una particion de A, en el sentido siguieme: 
son no vacias; disjuntas de a pares, y su union es A. Este concepto sera precisado en los 

parrafos siguintes, y es un hecho comun a toda relacion de equivalencia definida en 
un conjunto ro vacio. 
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ii) Si un numero divide a otros dos, entonces divide a su suma o diferencia. 
n\x t\ ti\y n\x±y 

Demost ration) 

Aplicando la definicion de divisor a las dos propositiones de lahipotesis, sumando 
y restando en Z aplicando la distributividad del producto respecto de la suma y resta, 
y la definicion de divisor, tenemos 

n\x a n | y =► x = n k a y^nk*=* 

*+ x±y = nk±nk' x±y ** n (k ± k’) 
n i x ±v 

iii) Si un numero divide a un entero, entonces divide a su opuesto, 

Es una consecuencia de la propiedad i ), ya que 

n\x n | (— 1) . x *=> n\-x 


Ejemplo 3-1 i 

En el conjmto Z de los enteros introducimos la relacion de congruencia modulo n 
median te la si$uiente 

Definicion 

Dos enteros son congruentes modulo n, si y solo sin es divisor de su diferencia 
En simbolcs 

ay b son congruentes modulo n n\ a — b 

Adeiantandonos al hecho de que la congruencia es una relacion de equivalencia 
podemos escrihir 

a o n\a ~b (1) 

Por definicion, el numero natural n es divisor del entero x si y solo si este es igual al 
prixnero por un entero, es decir 

n 1 x ** 3 keZ Ix *= n . k 

Especificamos las sigukntes propiedades de la relacion de divisor, que u tilizaremos: 

1 ) Si un numero divide a un entero, divide al producto de este por cualquier 
enterc. 

n\x ** n\x.y 

En efecio, por definicion de divisor 

n x x = n.k =* x. y = (« . k) . y => x. y - n . (k . y) => 

=* n x . y 


Retomamos ahora nuestro proposito de probar que (l) es una relation de 
equivalencia, 

a) Reflex ividad, 

Como n i 0, se tiene 

V a :a e Z => n\ a—a => a 

b) Simetna. Sean los enteros ay b tales que 

a~~b => n\a-~b n\-(a — b) => n\b~ a b-a 
por (1), propiedad iii), por opuesto de a - b v por (1) 

c) Transitividad. Sean los enteros a, bye , tales que 

a^b a b ~~c ^ n \ a —b A n \ b — c => n \ (a — b) 4 (b — c) =* 

=> n \a-c => a 

de acuerdo con (i), la propiedad ii), reduction de terminos, y (1). 
vamos a determmar las clases de equivalencia de los enteros, Seac f Z: entonces' 

| x e Z / x } 

Ahora traducimos la propiedad que define al conjunto K a 

x~~a n \x-a =>x-a~n< k con keZ => 

=> x == a + h . k con he Z 

Es decir, a K a pertenecen todos los enteros del tipo a 4 * n . k, donde a y n estan 
dados, y k recorre Z, En otras palabras, a K a pertenecen las sumas de a con todos los 
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multiplos de n, En particular: 

K o - { ., — 2 n , — n , 0 , n, 2 n , 3 n .. | 

K 1 = (.1 — 2 h , I — n , 1 ,1 + n , 1 + 2 « , 1 + 3 n , 

k 2 = {.»2 — 2/i,2 — n,2,2+n,2+3n. \ 


K «-i = { - * 2 /i, 1 — rt , — l , — 1 + « , — 1 + 2n . \ 

Verificamos que no es posible obtener otras clases distintas de estas; si queremos 

K n={ . >~2n, — n,Q,n,2n,3n . j =K 0 

Analogamente: K n+I = K, = K 2n+! =K,.„ =etc. 

Los sub indices de las clases de equivaiencia son los posibles restos de la division de 
un entero por n, es decir: 0, 1 , 2, ..., n — 1 , ya que de acuerdo con el aigoritmo de la 
division enters el resto es no negative y menor que el divisor. Por este motivo reciben 
el nombre de clases de restos modulo n, y suelen denotarse mediante 

0,1.2..7=7 

El conjunto cociente es 

4 ={ o,i,2, . ,;p=t }=Z„ 

O bien 

Z n = £ K„ / 0<m <«J> 

Lo mtsmo que en el ejemplo 3-10, las n clases de equivaiencia son no vacias, 
disjuntas dos a dos, y su union es Z. 

Vamos a considerar el caso particular de las clases de restos modulo 3 , en cuyo caso 
el conjunto cociente es 

Z 3 ={0,T,2} = { Ko.K, ,Kj} 

donde 0 es el conjunto de todos los multiplos de 3 , o lo que es lo mismo, el conjunto 
de los enteros que divididos por 3 dan resto nulo; a 1 pertenecen los enteros que 
divididos por 3 dan resto 1, y analogamente 2, 

La particion de Z es 
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Realizamos la representacion cartesiana de ia reiacion, De acuerdo con (l),se trata 
del subconjumo de Z 2 cuyos elementos son los pares ordenados de enteros (x , y), que 
satisfacen 


3 j x — y *=> jc -“V — 3k con keZ v = x ~ 3 k con k e Z 


Para cada entero k quedan determinados los puntos de coordenadas enteras de la 
recta y = x —■ 3 k, y en eonsecuencia, la reiacion consiste en el siguiente conjunto 
discrete de puntos del piano 
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La rdacion es 


k = 0 => y==x 
k"—\ =* y ~x + 3 

1 

= 2 =*>> = ,v 6 , etc. 

U { ( x ,y)eZ 7 ly=x~ 3k) 

»sZ ' 


3.8.3. Particion de un conjunto no vacio 

Seal, dos conjuntos A ¥= 0 e i ¥= 0 tales que, cualquiera que sea el element© ue I, 
existe in subconjunto K u C A. 

Definition 

El conjunto { K u / u € I } es una particion de A si y solo si 

i) V u : u € \ =* K u * <p 

i) u 4 v =* K u n K t , = # 

ii) Vfl€A.3«eI/fleK u 

Los elementos K u de la particion son subconjuntos no vacios de A, y estan 
asociacos al conjunto de indices I; ademas, elementos distintos del conjunto de indices 
detertrinan subconjuntos diquntos de A; finalmente, la condicion iii) significa que la 
union ie los subconjuntos de A que son elementos de la participacion, es A. 

Ejemp 'o 3-12. 

i )Sea r una recta contenida en el piano a. El piano queda particionado en tres 
subconjuntos K,, K 2 , K 3 , siendo 1 = { 1,2,3} un conjunto de indices. 




i) Las relaciones de equivalencia de los ejemplos 3-10 y 3-11 conducen a las 
particiones indicadas en estos. 
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.... invpcfieamos la particion asociada a la relacion de equivalencia del ejemplo 
3 8 SS« cso" b relacion csla dellnlda an R mcdlanta 
a o a — b e Z 

Sea a e R; entonces, por definicion de clase de equivalencia 
K a ={xeR lx~a) 

Ahora bien 

X -a =» X - a e Z - JC ~a = k con k eZ 

Entonces a pertenecen todos los reales del tipo 

x — a + k siendo k e Z 


Es decir todos los elementos equivalentes a a, se obtienen sumando a a todos los 
enteros. En consecuencia, si elegimos como conjunto de indices al intervalo semiabierto 



1 = 10 , 1 ) 


3.8.4. Teorema fundamental de las relaciones de equivalencia definidas en un 
conjunto no vacio % 

Vamos a demostrar lo que ya hemos verificado a craves de ejemplos anteriores, a 
saber que toda relacion de equivalencia defuuda en up. -ntunto no vauo determ ma 
una particion de este en dases de equivalencia. 

TEOREMA 

Si - es una relacion de equivalencia defmida en el conjunto A*0, entonces existe 
nn aihrrnniunto 1 C A, tal que cualquiera que sea u en 1, existe K u <- A, de modo que 


i ) u e l ■* K u ¥= 0 

ii ) a ~a a y a' pertenecen al mismo K u 
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iii) H Ky => K u — K t , 

iv) u+v =❖ K u n K v =<j) 

v) VaeA,3uel/aeK u 
NOTA 

I es mi conjunto de indices que se forma eligiendo un unico elemento en cada clase 
de equivalencia. 

Demostracion) 

i ) A todo eiemento del conjunto de indices Ie corresponde una clase no vacia. 
Por hipotesis. refiexividad v definicion de clase de equivalencia* 

=> 3 c e A a => a e K a 

Ahora bien, como I C A 

u el u e A =>K U =£0 

ii) Dos elementos de A son equivalentes si y solo si pertenecen a la misma clase. 

a) a -a’ => a'eK a a a eK a 
Si u € entonces aya’eK u 

b) ay^*eK u => a a a* => 

~w a w =» a 

iii) Clases no disjuntas son ideniicas. 

K u HK^^K h = K t , 

En efecto. por hipotesis: 

K u n K v #^3.reK u nK y => 

=>3 xeAfx eK u a xeK y => 

X A X ~V => M A JC (1) 

Sea 

y eK u => v (2) 

De (1) y (2), por transitividad 


.vfK u => =>ye K p - 

O sea K u C K t , 

Analogamente K v C K u , y resulta 


K m -K, 




PARTK'I* >S V EQUIVALENCIA 


87 


iv) Elementos distintos del conjunto de indices determinan clases disjuntas. 

u ^ V => K M n K„ = <p 

Suponernos K u O K„ 4 <i> =» 3 a e K u a a e K„ => 

==> x ~w A x ~~v => w a x ==» 

=> w ~v => «eK r Absurdo porque contradice la definicion de I. 

v ) Todo elemento de A pertenece a una clase, o lo que es lo mismo, las clases de 
equivalencia “cubren” a A. 

Sea a t A a -a ^ a e K a \x } 

Si we K*, entonces K* = K w , y resulta a e K u . 

NOTA 

Las proposiciones i ), iv) y v ) significan que toda relacion de equivalencia, definida 
en conjunto no vacio, determina una particion de este en clases de equivalencia. 
Precisamente, las clases son los elementos de la particion. 

3,8.5. Particion y relacion de equivalencia 

Sea ^ K u / u e I J> una particion de A. Entonces queda inducida en A una relacion 
de equivalencia. 

Para demostrar esta propiedad definimos primero una relacion en el conjunto no 
vacio A, mediante 

“dos elementos de A estan relacionados, si y solo si pertenecen al mismo 
subconjunto de la particion”. 

En simbolos 

(a , b) € R -<* a y b pertenecen al mismo K u (1) 

Vamos a probar quees de equivalencia. 

i ) Reflexividad. 

Por definicion de particion 

aeA=>3u€\laeK u ^aya pertenecen a K u 

Entonces, por(l) (a , a) eR 

ii ) Simetria. Sean a y b en A, tales que 

(a , b) € R => ay b pertenecen al misrno K w =* 

=> by a pertenecen al mismo K u => (b ,a)€R 
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iii) Transitividad. Sean a , b y c en A, tales que 

(i, b) e R ^ (b,c)eR=>a,byc pertenecen a! mismo K u => 
=>flyc pertenecen al mismo K u (a y c)eR 


Ejemplo 3-13, 

Se considera en A = £ 1 , 2,3^> la siguiente particion: 

{{ 1>3 } ’ ( 2 )) 

La relacion de equ (Valencia correspondienie es, emonces 


{(1.1),(3.3),(1,3),(3,1),(2,2)} 


De acueido con 3,8.4 y 3.8.5, los conceptos de particion y de relacion de 
equivalencia son identificables. Esciaro que en un conjunto no vacio es posible definir 
tantas relaciones de equivalencia como particiones. 

A continaacion proponemos todas las relaciones de equivalencia deflnibles en el 
conjunto A. 
a) 

Ri ~ Ul, 1) ,(2,2),(3,3)} es la igualdad en A* es decir 

(x f y)eR l 




! 

f 
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En este caso 

(x,y)eR 2 <>x=y v x+y = 3 



c) 

* 

Jt 3 = { (l , 1) ,(3 ,3) , (1,3),(3,1) ,(2,2)} 

0 sea 

(X ,y)eR 3 **x=y v x+y = 4 
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Rs = {(1.1). (2,2) ,(3,3), (1,2), (2,1), (1,3) ,(3,1), (2,3), (3,2)} = A 2 

Es decir 


(x,y)eR s <=> (x ,y)e A 2 



Aquj la panicion consiste en un unico subconjunlo: el mismo A. 

l£. RELACIONES DE ORDEN 

Es usual en matematica y en la vida cotidiana ordenar los elementos de un conjunto 

a |f n f riterio c °nveniente. El orden queda especificado a traves del 
termino preceder ', y deck 

“ x P^cede a y n signifies ( x ,y)eR 

mr ^r nCl ^ S ‘° d ! f ® iaCi6n de on3en es h trans >tividad, y segun se cumplan o no 
o totaf P ' edadeS ^ teb 3 dC ° rden ampHO ° eStrict0 ’ y en 03(13 caso, ^ orden parcial 

3.9.1. Orden amplio 

Sea RCA 2 , 

Definition v 

R es una relacion de orden amplio en A si y solo si es reflexiva, antisimetrica y 
transitiva. - J 

Obviando los cuantificadores universales tenemos: 
i ) Retlexividad. 

a € A {a , a) e R 
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ii) Antisimetria. 

(a , b) e R a (b , a) e R =» a = b 

iii) Transitividad. 

(a,b)eR a (b,c)eR =*(a i e)eR 

3,9 JL Orden parcial y total 

Sea R una relacion de orden en A, 

i ) R es de orden parcial si v solo si existen pares de elementos incomparables, es 
decir 

3 a , 3 b I (a , b) $ R a {b , a) f R 

ii) Ei orden es total en caso contrario, es decir 

* 

a ^ b (a , b) € R v (b * a) eR 

Ejemplo 3-14 

i ) En N la relacion de divisor es de orden amplio y parcial 
Por definicion 

n la o 3 m eN j a — n < m 

a) Reflexividad. 

a € N a = a . 1 => ala 

b) Antisimetria. 

Sean a \ b a b \ a => n y m en N / b = a . n a a = b . m => 

=> a. b = a. n . b. tn => 1 = n . m => n — m = 1 

Luego = 6. 

c) Transitivic|ad. 

Sean <z|£ A 6 | e => /> = . n a e = b. m 
Entonces b . c ~a. n . b. m => c “ a . (n . mj => e — a . p => a 1 1 * . 

Por otra parte, este orden amplio es parcial, pues existen pares de naturales que no 

son comparables por la relacion de divisor. Un contraejemplo esta dado por 2 y 3, ya 
que 2(3 y 312 son proposiciones falsas. 

Es claro que un par ordenado de numeros naturales pertenece a la relacion si y solo 
si la primera componente es divisor de la segunda. 

Esta relacion esta representada por los puntos del primer cuadrante de coordenadas 
naturales que tienen abscisa natural, y para cada una las ordenadas son todos los 
multiplos naturales de aquellas. 
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Si consideramos la relacion de divisor en Z, no se tiene un orden amplio, pues ia 
antisimetria no se cumple. En efecto 

3 | —3 a —3 i 3 3 = —3 es F 

ii)EnA={l,2,3^ la relacion 

R= {(1 ,1) ,(2,2), (3,3) ,(1,2) , (1 ,3), (2,3)} es un orden amplio 
y total. Se trata evidentemente de la relacion de menor o igual 

3.9.3. Orden estricto. 

Sea RCA 2 . 

Definition 

R es una relacion de orden estricto Si y solo si es arreflexiva, asimetncs y 
transitiva. 

En simbolos 

i ) Arreflexxvidad. Ningun elemento del conjunto esta relacionado consigo 
mismo. 

ae k (a ,a)4 R 

ii) Aametna. Si un elemento esta relacionado con otro, entonces este no lo esta e 
ccn el primero. 

(a,b)eR =>(b,a)4R 



i 
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iii) Transitividad. 

[a , b) e R a (b , c) e R ** (a , c) e R 
Lo mismo que el orden amplio, el orden estricto puede ser parcial o total. 

Ejemplo 5 -/ 5 . 

i ) La relacion de menor en R es un orden estricto y total. 

ii) Por definition, un conjunto esta estrictamente incluido eno '^J“ 

todo elemento del primero pertenece al segundo, pen elemen^ J 

este que no pertenecen al primero. La notacion y simbolos son los sigu.entes. 

A C B •» A C B a A * B 

En/ > (U)la inclusion estricta es una relacion de orden estricto y parcial, .oitiv p 
verificarse sencillamente. 

iii) EnA= [a,b,c J larelacion , 

R = | (a ( fc) , (a , c ) , (i , c) } es de orden estricto y total. 

3.9.4. El signo de preceder 

Si * es una relation Oe orden defijlidn en A, y dos elements y i eslin 
po,duT.hciOn.al.acribi.(.,»).* V »sueled«ei»e,o.“«pre.ed.nl. .» 

la notacion es a<ib. 

Con esta notacion se tiene: 
i ) Reflexividad. 

a C A ^ 

ii) Antisimetria. 

a<Cb a b^o **a — b 

iii) Transitividad. 

* a<b a h<c **a<c 

W) Lineal idad 

a&b v 

Analogamente, para la ameflexividad, asimetria, orden parcial y total, teniendo en 
cuenta que “a no precede a b” puede escribirse a<b. 

3.9.5. Elementos distinguidos de un conjunto ordenado 

Sea A un conjunto ordenado por una relacion de orden< 

i yprimer elemento. El elemento s e A se llama prrnier elemento sr y solo s 

precede a todos los demas. 
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a e A es el primer elemento o x e A =» a<^x 

ii ) Ultimo elemento. El elemento be A se llama ultimo elemento si y solo si 
todo elemento de A precede a b. 

he A es el ultimo elemento x e A =» x^b 

De estas definiciones no se deduce que todo conjunto ordenado deba tener 
necesariamente primero o ultimo elemento; puede ocurrir que carezca de ambos, que 
tenga primero o bien ultimo, o que tenga primero y ultimo. 

iii) Elementos rrtinimales . El objeto m de A es un elemento minimal si y solo si 
no existe un elemento distinto que lo preceda. 

m € A es minimal o V x € A : X < ro =* m = x 

lv) Elementos maximales. El objeto n es un elemento maximal si y solo si no 
existe en A un elemento distinto que lo siga. 

n € A es maximal V x e A m< x = n 

Puede ocurrir que en un conjunto oidenado no existan elementos minimales o 
maximales, y si existen pueden no ser unices. 

v ) Cotas inferiores. El elemento a e A es una cota inferior del subconjunto 
X C A si y solo si precede a todo elemento de X. 

a e A es cota inferior deXCA jc e X => a 

vi) Cotas superiores. El elemento be A es una cota superior del subconjunto 
X C A si y solo si sigue a todo elemento de X. 

be A es cota superior deXCA «*xeX <^b 

vii) Supremo o cota superior minima. El elemento s e A es el supremo del 
subconjunto X C A si y solo si es el primer elemento del conjunto de las 
cotas superiores. 

viii) Infimo o cota inferior maxima. El elemento ie A es e! infimo del 
subconjunto X C A si y solo si es el ultimo elemento del conjunto de las 
cotas inferiores. 

Las cotas de un conjunto, si existen, no son necesariamente unicas. En cambio, el 
infimo o supremo, aunque el conjunto no sea acotado, pueden no existir, ya que un 
conjunto ordenado puede carecer de primero o ultimo elemento; pero si existen, son 
unicos. Precisamos los conceptos anterioresen los ejemplos siguientes. 

Ejemplo i-/ 6. 

i ) Consideramos ei intervalo abierto (— 1 , 1) C R, donde se define la relacion 
de menor o igual. 

Esta relacion en R es de orden amplio y totai, pues 
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a) Reflexividad. 

a e R *=► a < a 

b) Antisimetria. 

a<b a b => a ~b 

c) Transitividad. 

a<b A b<c a <c 

d) Linealidad. 

ai^b => a <tb v b 

No existen en (— 1 , 1) ni primero m ultimo elemento, ya que los extremes — 1 y 1 
no pertenecen al intervalo abierto. Tampoco existen elementos minimales ni 
maximales. Es claro que cotas inferiores de (— 1 , 1) hay infinitas: todos los reales 
menores o iguales que — 1. Analogamente soil cotas superiores todos los numeros 
reales mayores o iguales que 1. El infimo es - 1 y el supremo es 1, y ninguno 
pertenece al conjunto {— 1 ,1). 

ii) Con la misma relacion de menor o igual el intervalo semiabierto [—1,1) 
tiene primer elemento — 1, que es tambien minimal, cota inferior e infimo. 
Carece de ultimo elemento, de elementos maximales, de cotas superiores y de 
supremo, 

iii) Sea ahora el conjunto A — ( 2 . 3 , 6 , 9 , 12 , 36 | ordenado por la 

relacion de divisMidad, Se ha visto que el orden es amplio y pareial. Como 
no existe en A ningun elemento que sea divisor de todos los demas carece de 
primer elemento, pero tiene ultimo y es 36. Este es elemento maximal, y 
tanto 2 como 3, son minimales. No hay cotas inferiores ni infimo, pero ia 
cota superior y el supremo son 36. 

3.9.6. Diagr amas de Hasse 
Sea A un conjunto ordenado. 

i ) Elementos consecutivos . Los elementos a y b de A son consecutivos si y solo 
si 

a) a<b 

b) £r<x <& =► a = x v b = x 

ii) Representacion de conjuntos ordenados. Es posible representar un conjunto 
ordenado y finite, mediante un diagrams llamado de Hasse, asignando a cada 
elemento del conjunto un punto del piano o bien del espacio, y uniendo cada 
par de elementos consecutivos por medio de un vector orientado en el 
sentido de x a y. si x < v. 
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Toda poiigona! orientada determina un subconjumo totaimenie ordenado per la 
misma relacion, y constituye una cadena. 

Ejemplo 3-17. 

Dado A — , b , c ) , en P (A) consideramos la relacion de inclusion, definida 

por 

XCY XC Y 


De acuerdo con 2.3,4., esta relacion es de orden amplio y parcial en P (A). 

El correspondiente diagrama de Hasse es la siguiente representacion espacial 



£1 conjunto P (A) tiene primer elemento y ultimo elemento: <f> y A, respectivamen- 
te. Am bos son el elemento minimal y maximal. A dos elementos cualesquiera de P (A) 
ies corresponde una cota inferior maxima y una cota superior minima, es decir, un 

infimo y un supremo. Asi, dados { a , y , c el infirno es ^ c y el 
supremo es ^ a , b , c ^ . Cuando esto ocurre para todo par de elementos de un 

conjunto ordenado, se dice que el conjunto tiene una estructura de red o de reticuiado,, 
o de lattice . 
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3,9.7. Conjuntos bien ordenados 
Sea < una relacion de orden en A. 

Definition 

Un conjunto esta bien ordenado por una relacion de orden si y solo si esta 

totalmente ordenado, y ademas todo subconjunto no vaci'o tiene primer 

elemento. 

Ejemplo i-i 8 

i ) El conjunto de los numeros reaies, ordenado por la relacion de “menor o 
iaual”. esta totalmente ordenado, pero no es un conjunto bien ordenado 
pues no todo subconjunto no vaci'o de R tiene pnmer elemento. En efecto. el 
intervalo abierto (— 1 , 1) es una parte no vacia de R, pero carece de primer 
elemento. 

ii) El conjunto Z de los enteros esta totalmente ordenado por la misma relacion. 
pero como carece de primer elemento n6 esta bien ordenado. 

iii) El conjunto N de los numeros naturaies esta bien ordenado por la relacion de 

menor o igual, ya que se halla totalmente ordenado, y toda parte no vacia de 
N tiene primer elemento. ^ , 

iv) El conjunto cuyos elementos son <p, { a ) . { a. b j , | a . b . c j esta 
bien ordenado por la relacion de inclusion. 

V ) El conjunto A = { 2,3 ,6,9,12,36} propuesto en 3.9.6. ii), ordenado 
por la relacion de divisor, no esta bien ordenado, por no ser totalmente 
ordenado. 
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3-19. Sean A=^x e N / 1 <x < 5^ y B = { 3 ,4, 5 } 

Se define R C A X B mediants 

(x , y) € R x 5 
i ) Defmir R por extension, 
ii) Representar AX By/?, 
iiii Determmar i?" 1 . 

3-20. Se consideran A = {l, 2, 3, 4, 5 }b={i, 4, 6, 16}c = <[2, 3, 8, lo}y las 
relaciones R C AX B, S C BX C, defmidas por 
(x >y)eR y-x 2 

0 > ,z)e S <*z*= X 
£. 

Se pide: 

i ) Determinar R y S por extension. 

ii) Definir la composieion S * R C A X C por extension. 

iii) Determinar los dominios e imagenes de las tres relaciones. 

3-21. Obtener los graflcos cartesianos de las siguientes relaciones deflnidas en R: 
i ) (x 9 y)e R <=> y = 3 

ii) (x t y)e S o x ^y- 1 

iii) (x , y) € T x 'by < 1 

3-22. En Z se define/? mediante 

(a , b) 6 R o a 2 4- a = b 2 4- b 

Clasificar R. 

3-23. En R 2 se define la relacion mediante 

(x ,y)~(x',y’) *>y=y f 

Probar que es de equivalencia, determinar las clases de equivalencia, un conjunto 
de indices y el conjunto cociente. 

3-24. En A = | 1 , 2 ,4,6,8 } se define la siguiente relacion 

.(x ,y)eR »3U +y 
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i ) Definir a R por extension. * - : 7«, 7 

ii) Formar el diagrama de R. • \ ; : .i 

iii) Clasificar R. d 

, , „ .. ’./V 

3-25. En N 2 se considera la siguiente relacion ^ ■■ / 

(a , b) ~ {a *, b *) a + b * = b + a 

Demostrar que es de equivalencia, obtener las clases de equivalencia, un conjunto 
de indices, el conjunto cociente, y representar las clases. 

3-26. El conjunto || a } ,f * , c), {d }j> es una particion de A ={a ,b ,c ,d\. Obte- 

ner la relacion de equivalencia asociada. 

3-27. tn A = ( 1 ,2,3,4) se considera la relacion 

R ~ ((x , v) € A 2 / x = y v x + v = 3 } 

Definir R por extension, probar que es de equivalenvia y determinar la 
correspondiente particion de A. , 

3-28. Clasificar la relacion R definida en Z 2 mediante 

(a, b) R(a\b*) <=> ab’=ba' 

3-29. En el conjunto de los numeros reales se define 

/?=|(x,y)eR 2 / lx — 1|= |v — ll} 

Demostrar que es de equivalencia, y representarla. 

3-30. Una relacion R definida en un conjunto A es circular si y solo si 
(, a,b)eR a (b , c) e R =* (c ,a) € R 

Demostrar que una relacion es reflexiva y circular si y solo si es de equivalencia. 

3-31. En R se define mediante 

x~y ** x 1 — x -y 2 —y 

Demostrar que es de equivalencia, determinar las clases, un conjunto de indices, 
el cociente, y representar la relacion. 

3-32. Sean R y S dos.reiaciones definidas en A. Demostrar: •• 

Si/? y S son refiexivas, entonces R U Sy R OS son reflexivas. /t .. . „ 

3-33. EnRse define 

R =|<x ,y) e R 2 /|;c| + 2|y| = l) 

Obtener el dominio, la imagen y el grafico cartesiano de R. f ' J 
3-34. Sea RCA 2 . Demostrar que la relacion R U R es simetrica. 

3-35. Clasificar y representar la relacion /? C R 2 definida por 

(x ,y)eR «*• x — v eR * 
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3-36, En A = [- 1 , 1 ] se considera la relacion 

R =|(ij)eA J /x 2 

i ) Representar R. 
ii) Probar que es de equivalencia. 
iil) Obtener la particion de A. 

3-37. Sea R una relacion definida en A. 

Demostntr: 

i ) R «$ simetrica ==* R es simetrica. 
n)R es transitiva R “ J es transitiva. 

3-38. Sean R y R ’ dos relaciones transitivas en A. 

Demostrar que R O R * es transitiva. 

3-39. Si R y R’ son dos relaciones antisimetricas en A, entonces R r\R’ es antisi« 
metrica. 

Sean ‘ w ’ una relacion de equivalence definida en A $ y X C A. Por 
definicioa, se Hama saturado de X por h relacion de equivalencia al conjunto de j 

los elementos de A que son equivalentes a los eiementos de X. 

La notacioa es: 

X*=<jxeA/x~-y,V>>exj 

Demostrar: 

i ) X C X* 1 

ii)(XUY)* = X*UY* ! 

i 

Clasiflcar las siguientes relaciones definidas en el conjunto de las rectas del 
piano 

i ) (a ,b)eR a nbj±<j> 
ii) (a , b) e R o a 1 b 

3-42. Clasiflcar todas las relaciones delejemplo 3*3. 

3-43. Clasiflcar la relacidn R definida en R media rite 

ix . y) € R \x +■ y \ => 2 

-.3-44. En A = 11 , 2,3,4,5 j se considera la relacion de manor o jgual- 
Determ inar los elementos maximales y minimales. 

- 3r45. Definir per extension la relacion de divisor en el conjunto del ejercicio 3-44, y ? 

obtener los elementos maximales y minimales. i 

^3-46. Con relacion al ejercicio 3-45, determ inar una cota superior y una inferior del 
subconjunto £ 2,3 ^ 



t 


TRABAJO PRACTICO III 


101 


347 £ n R } ordenado por la relacion de menor o igual, se considera 
A={xeR/x = — a /icn} 

Investigar si A tiene primero o ultimo elemento, si esta bien ordenado, y si 
admite cotas, infimo o supremo. 
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Capftulo 4 

FUNGiQNES 


4.1. INTRODUCCION 

Dada la importancia del tema a desarrollar hemos preferido asignarle un capftulo 
especial, con abundante ejercitacion y ejemplos. For otra parte, en virtud del caracter 
elemental del texto, y la conveniencia de que en primera instancia el concept© sea 
utiiizado con dinamismo y seguridad, se ha prescindido del estudio de las co¬ 
rrespondencies. Se estudian las funciones o aplicaciones especiales. ia composieion 
de funciones, y e! algebra de las imagenes y preimagenes. 


4.2. RELACIONES FUNCIONALES 


entonces se tiene 

^(- l , 1) , {0,0) , (1 , 1) , (2,4)} ya quecada segunda componente esel 

cuadrado de la primera. 

El diagrama de Venn correspondiente es 



Tanto en la definicion de / por extension como en el diagrama es facil advertir que 
todo element© del dominie tiene un correspondiente o imagen en el codominio; y 
ademas tal correspondiente es unico, en el sentido de que no se tienen dos pares 
ordenados distintos con la misma primera componente. Resulta entonces que/es una 
funcion de A en B. Observamos aqm las siguientes situaciones: elementos distintos de 
A pueden tener la misma imagen en B, como ocurre con 1 y 1, cuyas imagenes son 
1 ; ademas, puede darse que elementos de B no tengan un antecedente en A, es deeir, 
que pueden existir en B elementos que no scan correspondientes de ningun elemento 
de A, como ocurre con 2 y 3. 


Sean A y B dos conjuntos no vacios, que llamaremos dominie y codominio 
respectivamente. Entenderemos por funcion de A en B toda regia que hace 
corresponder a cada elemento del dominio un unico elemento del codominio. Mas 
precisamente, una funcion es un conjunto de pares ordenados tales que la primera 
componente pertenece a A y la segunda a B, es deeir, un subconjunto de A X B, de 
modo que todo elemento de A sea primera componente de un par y solo de uno. Esto 
nos dice que toda funcion de A en B es una relacion especial entre Ay B. 

L sualmente, los signos que indican funciones son f, g, h , etcetera. A si, para denotar 
que/es una funcion de A en B, se escribe: 

/: A-*B 

y se lee: “/ es una funcion o aplicacion de A en B”, o bien **/ es una funcion con 
dominio A y codominio B’\ 

En particular, si A = [ - 1 ,0,1,2} ,B=(o,l,2,3,4} y/esla relacion 
definida por 

(x,y)ef y = x 2 


Definicion % 

f es una funcion o aplicacion de A en B si y solo si/es una relacion entre A y B, 
tal que todo elemento de A tiene un unico correspondiente en B. 

O bien: * 

Definicion / 

f es una funcion o aplicacion de A en B si y solo si/es un subconjunto de A X B 
que satisface las siguientes condiciones de existencia y unicidad: 

i ) VaeA,3b€bl(a f b)ef 

ii )(a 1 b)ef a {a ,c) ef =*b = c 

Si {a , b) € f decimos que b es el correspondiente o imagen de a, por /, y suele 
escribirse b -f ( 0 ), es deeir, b es el trasformado de a por la funcion /. 

Para denotar la misma cosa, algunos autores utilizan la notacion a izquierda: 

af-b 
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Una funcion queda especificada si se dan el dominio A, el codominio B, y ademas la 
relation/ C A X B, que satisface las condiciones i ) y ii ) de la definition. 

Por ser un conjunto, / puede estar dado por extension, es decir, como conjunto de 
pares ordenados, o bien por comprension, mediante una formula o ley de correspon¬ 
dence que permita asignar a cada objeto del dominio su imagen en el codominio. 

Ejempio 4-L 

Determinamos si las siguientes relaciones son funciones. 

i } Sean A - ( a, b, c . d V B = l I - 2,3 V y la relacion 

/-{(«, 1). (*. 2), (c. 2). (<#.!)} 

Se cumplen las condiciones de la definicion, y resulta / una funcion tal que 
f(a) — 1 /(lb) = 2 /(c) -2 f(d)= 1 

Ei diagrama es 



ii) Con los mismos A y B, la relacion 

{C fl ,l),(«,2),(6,2),(c,l)} 

no es una funcion por las siguientes razones: no se cumple i X ya que no 
todo eiememo del dominio A tiene imagen en el codominio B. puud carece 
de trasfonnado. Tambien deja de verificarse ii K puesto que un mismo 
eiememo de A tiene dos imageries en B, como ocurre con < 2 . El diagrama de la 
relacion es 



1 
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iii) Si A es el conjunto de las personas y / es la relacion en A definida por 
(. x , y) ef o x es hijo dey 

entonces / es una funcion de A en A, ya que toda persona tiene padre y este 
es unico. 

En cambio la relacion definida en el mismo A mediante 
(x , y) ef ** x es padre dey 

no es una funcion de A en A, ya que existen en A personas que no son padres, es decir, 
eleraentos del dominio que carecen de imagen en el codominio; por otra parte, 
tampoco se verifica la unicidad, pues existen personas que son padres de mas de un 
hijo. Esto signified que si una relacion es funcion, la relacion tnversa no lo es 
necesariamente, 

4.S. REPRESENT ACION CARTESIANA de FUNCIONES 

Lo mismo que las relaciones, las ftmeiones pueden representarse mediante un 
sistema de coordenadas cartesianas en el piano o en el espacio, segun que el dominio 
sea unidimensional o bidimensional, respectivamente. En el caso de represemaciones 
planas, el dominio es un subconjunto del eje horizontal, y el codominio. e eje 
vertical. 

Ejempio 4-2. 

Represen tac ion cartesiana de ia funcion propuesta en 4.2. 

A = (-* 1 ,0,1,2} B = ^ 0,1 ,2,3,4} 


^4 .. 



-1 
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Ejemplo 4-3, 

Sean A=|~-2,--l,0,l,2j>,B=N y /: A N tal que 

/(x) = |jc| + 1 

resulta/= { (- 2,3),(- 1,2) ,(0,1), (1,2), (2,3)} 

Cada element© (a , b) € f es un punto del piano de coordenadas a y b. La 
representation cartesiana es 



Ejemplo 4-4. 

Sea /: Z -»Z tal que la imagen de cada entero es su opuesto aumentado en 1, es 
decir 



■*(3,-2) 
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No es posible representar completamente a f, por ser Z un conjunto infinito; no 
obstante, la representation de algunos puntos nos sugiere el comportamiento de la 
aplicacion. En este, y en los ejemplos anteriores, el hecho de que cada elemento del 
dominio tenga una unica imagen en el codominio se traduce en que a una misnia 
abscisa le corresponde una sola ordenada, 

Ejemplo 4-5. 

Sig : R -*R es tal queg (x)--x + 1 

Su representation es un subconjunto continuo de R 2 . consistente en una recta del 

plailO. 



Es facil notar que, aunque se mantenga la ley de correspondencia o asignacion, al 
variar el dominio o el codominio. la funcion cambia. En nuestro caso ,g*J aunque se 
cumple fCg. Es conveniente insistir entonces en el hecho de que la caracterizacion de 
una aplicacion se da a traves del dominio, codominio y la ley de asignacion. En la 
terminologia clasica, erelemento generico -x del dominio se llama variable mdependien- 
te, y su imageny = fix) es to que se conoce como variable dependiente. 

Ejemplo 4-6. 

Consideremos A = | 1 , 2 } , B = { 1 , 2,3,4 j yla funcion 

/: A 2 B 

que asigna a cada elemento del dominio A 2 , la suma de suscomponentes, es deci 


/( x , y) = x + y 
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a) Podemoj confeceionar una tabla de simple entrada que especiflque la imagen de 
cada punto dd dominio 


(* 

y) 

fix ,y) = x +y 

(1 

,D 

2 

(1 

.2) 

3 

(2 

,1) 

3 

(2 

■ 2) 

4 


£1 elemento 1 de B careee de antecedente o preimagen en A. 

h) Otra representacion de las imagenes se tiene mediante una tabla de dobie entrada 

/ | i 2 



c) El diagram a de Venn es 



d) La repreientacion cartesiana es en el espaeio, ya que cada elemento del dominio 
determina un punto del piano, y su imagen debe tomarse sobre otro eje. 



i 

i 
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e) La misma funcion puede representarse de la siguiente manera, desconectando el 
dominio del codominio 



Ejemplo 4-7. * 

Sea f: R R defmida pot fix) -x 2 , 

Como cada numero real tiene un cuadrado y solo uno. se cumplen las condicwnes 
de la definicion. El grafico cartesiano es urn h'nea continua de puntos del planch 
11amada parabola. Hemos seHalado algunos pares ordenados de/. losque se han umdo 
mediante un trazo continue. Como el cuadrado de ningun numero real es negat.vo, las 
imagenes son reales no negativos. 



Ejemplo 4-8. 

Representacion de/: R-Z defmida de la siguiente manera 

j'-l six<0 
0 si x = 0 
1 si x > 0 


/(*) = 








F UNCI ONES 



Es la Hamada funcion “signo de x'\ v su representation consiste en la union de dos 
-emarectas abiertas f sin origen), con el conjunto cuyo unico elemento es el origen de 
coordenadas. 

4.4. CLASIFICAQON DE FUNOONES 

Sea una funcion/: A-*B 

Si ocurre que elementos distintos del dominio tienen imagenes distintas en el 
codominio, entonces/se llama funcion inyectiva, biumvoca, o uno a uno. 

Por otra parte, si todo eiemento del codominio es imagen de algun elemento del 
dominio, la funcion se llama sobreyectiva. 

Cuando se presentan ambas situaciones simultaneamente, la funcion se llama 
bivectiva o correspondencia biumvoca, 

i ) Definition X 

/; A -+ B es inyectiva Vx'Vx M eA : x’&x” f{x’) =£/(*”} 

Equivalentemente, mediante la implication contrarreciproca, podemos decir 
/: A Bes inyectiva V x* V x” € A : f(x r )= f (x”) => x’~x f * 

En la inyectividad no puede darse que elementos distintos del dominio den la 
misma imagen. Las funciones estudiadas en los ejemplcs 4-1 i ) y 4-1 iii) no son 
inyectivas. Tampoco lo son las correspondientes a 4-2 y 4-3. En cambio son inyectivas 
las funciones de los ejemplos 4-4 y 4-5. 

En el diagrama de Venn correspondiente a una aplicacion inyectiva no puede 
presentarse ninguna bifurcation de elementos del dominio hacia el codominio. En la 
representation plana cartesiana no puede ocurrir que una ordenada corresponda a mas 
de una abscisa. 

ii) Definition / 

f : A B es sobreyectiva <=> V y e B , 3 x e A / y - f (jc) 

En el caso de sobreyectividad, el conjunto de las imagenes se identifica con el 
codominio de la funcion. 


CLASIFICACION DE FUNCIONES 1 \ j 

Los ejemplos 4-2 y 4-3 corresponden a funciones no sobreyectivas. En cambio lo 
son en 4-4 y 4-5. 

Es usual nombrar a las funciones sobreyectivas con las palabras sobre o 
“suryectiva”. 

iii) Definition Y 

f : A B es biyectiva f es inyectiva y / es sobreyectiva. 

Las funciones propuestas en los ejemplos 4-4 y 4-5 son biyectivas. 

Negando el antecedente y consecuente de la doble implicacion se tiene 

/: A B no es biyectiva <*> f no es inyectiva o / no es sobreyectiva. 

Ejemplo 4-9, 

Representamos y clasificamos la funcion 

/: N N tal que/(x) = 2x 
» 

Esta funcion asigna a cada numero natural su duplo. £1 conjunto de las imagenes es 
ei de los numeros naturales pares, y esta incluido en N, como codominio. 

Su representation es un conjunto de puntos aislados del primer cuadrante. 


N 1 

4 - 


— - €1 - — 
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Vamos a probar la inyectividad de f. Sean.v y x en N tales que / Ex ) fix )• 

Esto signifies que 2x’=2x" y, en consecuencia, *’ = *”- De modo que / es 

inyectiva o 1—1 (uno a uno). . 

Ademas f no es sobreyectiva, pues los elementos del codominio que son impa 

carecen de antecedente en N. Resulta que / no es biyectiva. 
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Ejemplo 4-10. 

Consideremos ahora el conjunto P de los numeros naturales pares, y 
/: N -> P tal que f(x) = 2x 

La ley de asignacion es la misma que en 4-8, pero el codominio se ha “restringido” a 
los naturales pares,La inyectividad se mantiene y probamos la sobreyectividad. 

Hay quer determinar si para todoy € P existe x en N tal que /(x) — v. Esto significa 
que debe seu deacuerdo con la definicion de/, 

2x ~ y 

Resulta x - ~ e N, pues la rmtad de un numero natural par e$ un numero natural. 

De modo que V i>eP, 3* = i tal que/(x) = / (jrj = 2* -y = >\ 

Siendo/ inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva. 

Ejemplo 4-1L 

Sean A = <f 1,2,3} y B = j 1 , 2 } 

Definimos f:P(A)~*P (B)mediante/(X) = XnB 

Es deck, la intagen de todo subconjunto de A es su interseccion con B. 

El siguiente diagrama nos muestra que / es sobreyectiva, pero no inyectiva. 



Ejemplo 4-12 . 

Se lanza una moneda tres veces. Los posibles* resultados de este experiment© 
aleatorio son todas las temas formadas por “caras” y “sellos”, o bien por ”unos” y 
“ceros”, y son los siguientes: 

a={( i,i,i) ,(i,i,o) ,o,o;i) ,(o,i,i) ,(1,0,0) ,(o,i,o) ,(o,o,i) .(o,o,o)} 
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El conjunto A de tales elementos, se llama espacio muestral asociado al. 

eX ^Definimos ahora la funcion de A en R, que asigna a cada elemento la diferencia 
entre el numero de caras y el numero de sellos. Damos la siguiente representacion de f 



f no es inyectiva ni sobreyectiva. 


Ejemplo 4-13 . 

Sea/: R-*R definidapor/(x) = x 3 . 

i ) / es 1 — 1. En efecto, sean Xi y ^ en R tales que/ (xj) - fix*) es ec!r 
xj = x 3 - Pot pasaje de terminos 

*’-*z=0 


factorizando la diferencia de cubos 

<x, ~ XiUx] + *, x 1 +.Vj) = 0 
4 

Xi -Xi -0 “*• *1 


O bien 

x\ + *1 X 2 +X\ =0 


La relacion que vincula ax, conx 2 esta dada por 








funoonls 
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Es dec ir 



Si .v 2 = 0entonces x x = 0 y resulta x x =x 2 

Estos sor los unicos valores reales que satisfacen (1) y, en consecuencia, ft s 
inyectiva. € 

ii) / es sobreyectiva. pues 

V v £ R . 9 x = yfy tal que 

fix) = / i\fy ) “ (VJ ) 3 - y 

Ocurre entonces que / es biyectiva. 

Ejempio 4-14. 

Sea / : R - R : tal que/{r) « it. - th 

Si en R : consideramos ejes x e v. de acuerdo con la definicion, se tiene 



que corresponde a un sistema de ecuaciones parametricas de una linea del piano xy. 
Eliminando el parametro t resulta y — — x * que es ia ecuacion de la segunda bisectriz. 



Es claramente una funcion inyectiva. pero no sobreyectiva. 

4.5. FUNCIONES ESPECIALES 

4.5.1. Funcion constanie 

La funcion f ' : A -+ B. que asigna a todos los eiementos del dominio el elemento 
h e B, se llama constante, 

Esta definida por /(.*) = b para todo x £ A 
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Se tiene ( - \ 

f={(x>b)lxe A) 

A menos que A sea unitario, la funcion constante no es inyectiva, y es sobreyectiva 
solo si B se reduce a un unico elemento. 

4.5.2. Funcion identidad 

Identidad en A es la aplicacion 

i’a : A -+ A tal que < A ( x ) = x 

La identidad en A es entonces la funcion que asigna a cada elemento de A el mismo 
i»|pTnento es decir deia invariantes a los objetos de A. 

™“S'. K comped. una Bncien Mote*. V • «c» ™ 

denotarla mediante i A se utiiizael sunbolo 1 A , 

Se tiene 

i A = ^{x y x) i X £ A 

F, deed „ identidad en 4 e> k di^ornl de A>. E, Bed vote que, como 
^'* 0 . tete V • *>• «' Wltedi, »A admo « 

antisimetrka. y en con.cueneU de orieu vote L. Bne»n >. e, ob.«n,en«e 
biyectiva, 

4.5.3. Funcion proyeccion 

Consideremos AX B, y las funciones 

P t : A X B -► A 

P 2 : A X B B defmidas por 

Pj (a yb)~a y ( fl »*0 ~ ^ 

Tales funciones se llaman primera y segunda proyeccion del producto cartesiano. v 
asignan a «da par ordenado h primera y segunda componente. respect.vamente. 

En un grafico cartesian© se tiene 
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4.5.4. Funcion canonica 

Sea ~ una relacion de equivalencia definida en el conjunto no vacio A. Por el 
teorema fundamental de las relaciones de equivalencia queda detemiinado el conjunto 

coeiente — , cuyos elementos son las clases de equivalencia. 

Definiciot t 

Ap! eaeion canonica es la funcion 

que asigna a cad a elemento de A, so clase de equivalencia. es decir. tai que 

~ K. f 

Dos elementos equivalentes pertenecen a ia misma clase y en consecuencia admiten 
la misma irnagen, es decir, la aplicacion canonica no es inyectiva, salvo en el caso de 
dases unitarias. Por otra parte, como cada clase es no vacia, ocurre que siempre es 
sobreyeetiva, es decir 

VK, e — . lx e A = K. u 
Vale ia siguiente proposicion 

a- h #(a) = \p{b) 

La funcion canonica en el caso de la congruencia modulo 3 definida en Z es 
$: Z Z 3 tai que <p{x) = K u . siendo u el resto de la division de x por 3. 

Ejemplo 4-15. 

En R 2 consideramos la relacion definida por 

{a , b) ~(a\ fr) o a =a* 

Es de:ir, dos pares ordenados de reales estan relacionados si y solo si tienen la 
misma prim era components. Puede veriflcarse faciimente que la relacion es de 
eqmvaiercia. v el proposito consists en caracterizar la aplicacion canonica. Las clases 
de equivdencu son del npo 

K (a .i!,>={(*•>')'* = <*} 

y estan representadas por paralelas a! eje de ordenadas. Para definir e! conjunto 
coeiente necesitamos un conjunto de indices, y al eiegir un unico elemento en cada 
clase, lo ;omamos sobre el eje de abscisas, de modo que 

= | K( W ,o) / u f } 
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Entonces la funcion canonica es : R 2 ~ tal 9 ue 
{p{a , b) = K( U> o) si u—a 

4.6. COMPOSICION DE FUNCIONES 

Bujo port*OP»‘i' * *• 6-rto«/y». on. »»-, 

funcion. llamada la compuesta de aquellas. 

Sean 

f • \ =*■ b v g ’ B C 



. ^ a* nrimera con el dominio de la segunda. Si bien 

S -‘^‘Tusual. es^suficiente que el codominio de ,a pnmera sea 

pane del dominio de la segunda es decn: B - B ^ ^ ^ ^ ^ elemento de c , , e! 

Nuestro proposito es asignar a cada cua ]quier xeA pot /, y a 

camino natural consiste en determ,nark anagen de cuaiq 
continuacion obtener la imagen de / (x e , por g. 

Definition v , .. , , r . * f 

*. . /. i . p n <» ’ ti r esla funcion § - J • - * 

Composicion de lastuncioneSj • - •’ 

definida por 

, g » /' 1 lA'i = g l/l.vli para todo v ' A 

ei simboio", - r **» » -l r' 0m!,0 “‘“ *' 

con g. Puede leerse *7 compuesta con g . i ^ 

T t={, .2 .3}. i.{..*.c.a}.C-{5.P}, * funciones /: A "B , 
g : B -*C definidas asi 
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/= {(1 > <0 , (2 , b) , (3 , c?)} 
g={(a,5),(b,5) t (c,5),(d ,6)} 

Resulta 

g °/={(l » 5), (2,5) ,(3,6)} 
El diagrama correspondiente es 


ABC 



Debe notarse que no coexisten g o / y / o g, ya que en este caso el codominio deg 
es C y el dominio de f es A. Ambas composiciones existen $i C C A. 

Ejempio 4-17, 

Sean ahora las funciones 

/: R-»R talque f(x)~2x 
g: R-*R talque g(x) — a: 2 

Entonces 

1 )gof: R-»R estadefinidapor 

(£°/)(■*)=*[/(*}]= £(2*)= (2x) 2 =4x 2 

ii) f o g : R-+R esta definida por 

(/ °g)(x)=f\g(x)}=f ( x 2 ) =2 X 1 

Ambas funciones compuestas, a pesar de tener el mismo dominio y codominio, son 
distintas, por diferir en la ley de asignacion. 

Definition x 

Dos funciones f : A -+ B y g : A -* B son iguales si y solo si para todo x de A se 
veriflca f(x)~g (x). 

Correlation al ejempio se tiene: go fi*f a g. 
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4.6.2. Asociatividad de: la composieion 

Sean/: A~>B ,g : B-*Cy h :C->D. 

Entonces se veriflca 

(hog)of~ho ( gof) 

Las dos composiciones son funciones de A en D, y se trata de probar la igualdad. 
Interpretamos la situation en ei siguiente diagrama 



hog 


Con relacion al primer miembro se tiene 
/: A-*B 1 

hog:B -+D j 

Para el segundo miembro es 

gof : A-*C ] 


(hog)of: A->D 


h:C-+D 


=* ho (gof): A-*D 


Siendo (h o g) o fy h o (g of) dos aplicaciones con el mismo dominio y codominio, 
para probar la igualdad, de acuerdo con la definition expuesta en 4.6.1., hay que 
verificar la igualdad de’imagenes para todo element© de A, dadas por dichas funciones. 
Sea x 6 A; aplicando reiteradamente la definition de composition 


Por otra parte 


((k « g) ° /)(*) = (h ° g)(f (*)) = h [/(*)]} 
(h°(g° n)(x)=h((g o /) (*))= h [g i/wO 


De (1) y (2) se deduce 


((ft ° g) ° f)(x) =(h°(g° f))(x) V X e A 
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Y por definicion de igualdad de funciones resulta 

(/log)o/ = /l ° (g°/) 

4.6.3. Composicion de fundones inyectivas 

Si/: A -*■ B y g : B -*C son inyectivas, entoncesgo/: A-+C es inyectiva. _ ^ 

De acuerdo con la definicion de inyectividad 4.4. i ) debemos probar que six y x 
son elementos de A que tienen la misma imagen por g * /, entoncesx ’ - x 

Sea pues (g °f )(x ) — (S e ff( x )• 

Por definicion de composicion 

g[/V)j = sl/(*’’)l 

Por ser g inyectiva resulta 

f(x’)=f(x”) 

ya que estos elementos de B tienen fa misma imagen por g. Y por ser / inyectiva: 

Queda probado, asi, que la composicion de funciones inyectivas es inyectiva. 

4.6.4. Composicion de funciones sobreyectivas 

Si f . A B y g : B -*■ c son sobreyectivas, entonces go f: A ->C es sobreyectiva.^ 
Segun 4.4. ii ) hay que probar que para todo z € C existe x t tai que 

(g of) (X) = 2. 

Por serg: B ->C sobreyectiva, 

VzeC ,3yeB/g(y) = z 

Ahora bien. dado y e B, por ser/: A -»B sobreyectiva, 

3*e A lfix)-y 

De aqut se deduce que 

g I /**)]-# 1 y)~ z 

Entonces. dado cualquier s e C, 3 * e A tal que (g = /) (*> = 2. de acuerdo con la 

definicion de composicion. . . 

En consecuencia. la composicion de funciones sobreyectivas es sobreyectiva. 

4.6.5. Composicion de funciones biyectivas 

Si / : a -*■ B y g : B -* C son biyectivas, entonces la composicion g ° /: A -*■ C 
es biyectiva. 

Este enunciado es una consecuencia de 4.63. y 4.6.4. 
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Ejemplo 4-18 la CO mposici6n de dos aplicaciones inyectivas es 

de la primera. Es decir, si / . A -*t> y s 

“Tan x’y x^en T'tales que/(x’) = /<*")• Hallando la imagen de este elemento de 
B porg, se tiene 

g[f(x’)]=glf(x )] 

- que crfa elemento M tart* » tiene M*. » C. P» 

fancion. Pot definicion de composicion 

igof)(x’) = (gofHx”) 

y por ser go /inyectiva, resulta x’ = x . 

ZZSrS&TSZf-* demoitrar ,u. de d.s 

.ptodmtes e, »b*y«ctiva, emonce, la * 8 nnda eobneyecma. 

4.7. FUNCIONES INVERSAS 

to d.A.{-1.0,..2},B.{0...2,3,4},^A-Be s .aldnerta:) *. 

eSdtC,r /«{(- 1, 1).(0.0),(! , D.C.4V} 

La inversa de esta relacion es el subconjunto de B X A: 

{(1,-1). (0,0), (1.1). <4-2)} 

Se ve claramente que esu relacion noe ^^" C ^ n f ® a ^“' 0 'secumpteTa 
? v q del eventual domimo carecen de imageries en a, y 
condicion de unicidad, ya que 1 tiene dos corresponds en A. 

f 1 _ f „ ( 

Sea en cambio el siguiente caso A - U B “\ a ’ 0 ’ * J 3 

/= {(1 , a ), (2 , c) . (3 , b)} una funcion de A en B. La relacion inversa es 

*={(*, l),(i>,3Mc,2)} 

es claramente una funcion de B en A, Uamada funcion inversa de/ La composicion 

go/={(l,l).(2,2),(3,3)} = r A 
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y 

/»* = {(«.a),(&,&),(c.<:)}=/ B 

Definicion >( 

La funcion /: A -> R admite in versa si y solo si existe g : B -> A tal que go /= i A 
y f°g = i B 

Ejemplo 4-19. 

La funcion / : R *-> R definida por /(x) — x + 2 admite inversa g : R ->R tal que 
g (x) = x — 2, pues 

(£’/) (*) = £ [/(*)] = *(* + 2) = x + 2 - 2 = x = i R (x) 

(/~£>(*) = /fe (*)]=/(* — 2) = JC - 2 1 2~x^/ R (x) 

las detlniciones de composicion. de f de f y de idemidad, Por igualdad de 
tuneiones resulta 

# r y /«£=ht 

La rep resen tac ion cartesiana de dos fun clones inversas conduce a grafieos simetricos 
res pec to de la primera bisectnz: 



La funcion / es biyectiva, como puede probarse facilmente, y este hecho es 
neeesario y suficiente para que admita inversa. 

4.7,2. Propiedad 

Una funcion admite inversa si y solo si es biyectiva. 

I) Si una funcion admite inversa, entonces es biyectiva. 


Hipotesis)/: A B es tal que existe g : B ~>A siendo g o \f ~ / A y / ■ g ~ i B 
Tesis) /es biyectiva. 

Demostracion) 

a) Vemos primero la inyectividad de / 

Seanx'y x”en A tales que/(x*) = /(x”). La imagen de este elemento de B porges 

g if (*■)]=g if (*")] 

Por definicion de composicion, esto se traduce en 

<£»/)(*’)= /)<*”) 
y siendo por hipotesis g o / = j‘ A , se tiene 

‘a <x’) = ‘a (*”) 

Es deck; x’ - x’\ lo que demuestra que/es i - 1 

b) Demostramos ahora que/es sobreyectiva'. 

De acuerdo con la definicion, debemos probar la verdad de la proposition siguiente 
VyeB , 3 x e A / /(x) =y 

Sea entonces cualquier elemento y e B; por definicion de identidad en B se tiene 
y = i B (y ) , y como por hipotesis i B =f°g 

se tiene 

y = (f°g) 00 

Por definicion de composicion 

y=f\g(y)] 

Es deck, a expensas de y € B, hemos determinado x — g (y) en A, tal que/(x) = y 
Siendo /inyectiva y sobreyectiva resulta biyectiva. 

II) Si una funcion es^>iyectiva, entonces admite inversa. 

Hipotesis) /: A -*B es biyectiva. 

Tesis) 3 g : B ->A tal que g ° /= r A y /«* s = /'b- 
Demostracion) Necesitamos proceder en tres etapas. 

a) Primero se trata de defink una funcion g : B -*A, de modo que se verifiquen las 
restantes proposiciones de la tesis. 

En este sentido, definimos 

g: B->A mediante gCy) = x si f(x)=y (1) 

Tenemos que ver que (1) satisface la definicion de funcion. En efecto: 

i ) Todo elemento y del dominio B tiene un correspondiente x en A, ya que, por 
ser/sobreyectiva, todoy e B proviene de algun x e A. 



pfl .jel-, . mmmmm*™msm^****^--■*----■■ 
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ii) El correspondiente x asociado a y es unico, por set / myectiva. 

Enefecto, si x y x' fueran antecedentes distintos de y por f se tendna 
x^x’ a /(x) = /(x’) =>-, loqueesabsurdo por la inyectmdadde/i 

b) Hay que probar queg ®/ = i A . • ™,, m v nor 

Cualquiera que sea x en A se tiene, por defimcion de composrcion, por (1), y por 

definicion de identidad en A 

(g o/) (X) = g 1/(X>] = g (V) = X = i A (*) 

Ententes. por definicion de funciones iguales 

g°J ~ lf A 

cVFinalmente, demostramos que/o g~ «b- 

Como / o g ■ B - B. para todo y e B, tenemos, por definicion de composicion, po 
(1) y por identidad en B 

(:< ) =y - 1 b O’ > 

Es decir 

fog- *b 

4.7.3. Consecuencia 

Si / : A -» B es biyectiva, entonces la funcion g ■ B -► A a que se refiere el teorema 

anterior es unica y, ademas, biyectiva. ,.71 

Si existieran dos fiinciones g y g'’ que cumplteran las condiciones de 4.7... 

tendna 

g'=g’oi B =g’°(fog)=(g'°f)°g=iA°S=g 

por ser , B neutro a derecha e iguala/.S. por asociatividad de la composicion. por ser 
z , /=u V porque i A es neutro a izquierda. En consecuencia. g es unica. 

* L pL 1. tuerdo .on 4.7.2. t) * done «. si.uacte «:»-**»«! q« 

i -b. *<*>/.»>»*•/-<.; e "‘?! > ‘ y 
La funcion g se llama b m^ersa de/ y se denote con °‘°' 

Ejemplo 4-20. 

Se trata de probar que 

f : pt -+(— 1 , 1 ) definida por 

/w-ttwT admiteinversa * 

De acuerdo car el teorema anterior es suficiente probar ^( esb * yeCt ^. lof 
Previamemo, necesitamos precisar algunos conceptos relatives a la funcion 

absolute, y su cotiexion con la funcion signo. 
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Sean x’y^”en A, tales que 

/(3C')«/(X W ) 

httt ttdo 

» 

x'+x'\x”\ =x” + x”\x’\ y sg(x*) = sg(x”) 

# 

x -r x\ x' r sg *x ) = x” +x**. x’ sg (x *) For lii) 

» 

x* = x” 

Osea: fe si-— 1. 

b) / es sobreyectiva. 

S^a >* e {— 1 , 1). Si 3 x € R I fix) ~ 7 , entonces debe ser 

Y = y con $s(x) = s£O0 (1) 

Operando 


x =>> 4 y |x| Por(l) 

* 

X ==^ sg(x) Poriii) 

a: ~y ^g-(y) Por(l) 

# ' 

x — x.y sg (>>) = > Por trasposicion 
x (1 — |y|) = ,y Por distributividad y iii) 

r 

x = ^ Pues 1 - \y\ > 0 ya que \y\ < 1 



f 


1 


Es decir 


e(— l, 1), 3 JC = 
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(t^t) 


y 

1 -lyl 

♦It^bt 


y 

l-lyl Z -v 

” , . \y\ 1 - lyl + lyl 

1 T^lyT 

Esto prueba que / es sobreyectiva. 

Por a) y b) resulta que f es biyectiva y en consecuencia admite mversa. La invert 
f l : (-1 , 1 )-+R talque 

r'W-Tqjp 

c) Verificamos que g of- i R 
En efecto 

VxeR: (go/)(x) = g[/(x)] = 


-»f-rfsr .) ‘ 


= X = IR (*) 


i 1 + M ! 


d) Ademas//o g = 

Pues 

JCei(_ M )=> (/.|)(*)=/[£ (x)l= 


-'O^sr) - 


= I<-!,!)(*) 


Ejemplo 4-2L 

La funcion/: A -*> B es inyectiva si y solo si existe g : B -* A tal que g°f=i\ 
I)Hipotesis) /:A-+Besl—1. 

Tesis) 3 g: B -*• A tal que* o/= i A . 

Demostration) La funcion / no es necesariamente sobreyectiva, de modo que 
eventualmente existen elementos del codominio sin preimagen en el ominio. 
ayudamos con el siguiente diagrama 
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Definimos una fun cion g ’ B A mediante fa siguiente asignacion 
| x si fix ) - v 

^ (Cualquier eiemento fijo de A) si no 

existe x € A tal que fix) = v, 

De este modo, todo eiemento de B tiene un correspondiente en A, y ademas es 

umco, por $?r / inyectiva. ., . 

Ahora bien ? utilizando las definictones de composition, de g, y de identidad en 

A, se tiene* cuaiquiera que sea x € A 

(g »/)(•*) = s [/(*)] = s U) = * = 'A <.*) 

y por definition de funciones iguales resulta 

gof= i A 

II) Hipotesis) / : A B es tal que existe g : B A de modo que g o / = i A 
Tesis) / es inyectiva. 

Demostracion) Sean x* y a” en A tales que f ix ) = / i* )■ 

Entonces: gt/COl —£ [/(* )1 „ f 

Por definicion de composicion: (£ o /) (x) = (g « /) (* )* 

Por hipotesis: / A (* ) — *a ( x )• 

Esto implica x^x'yen consecuencia / es 1-1. 

4J„ IMAGENES DE SUBCONIUNTOS del DGIVflNIO 

4 g j 5 eai3 j : x Y y A un subconjunto de X. Las urigenes de todos ios 

elememos de A determinan un subconjunto de Y, Uamado imagen de A por j. 
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Definicion 

Imagen del subconjunto A C X es el conjunto cuyos elementos son las 
imagenes de !os elementos de A. 

En srmbolos 

/(A) = {/(x)/xeA} 

0 bien 

/(A) = { v € Y / 3 x € A a /(*) = >’ | 

El simbolo / (A) se iee ‘imagen de A - 

De acuerdo con la definicion 

yf/(A)<»3xeA/>=/W 

En particular, si A = X, ententes / (X) se.llama imagen del dominio por / o 

directamente imagen de f Ademas* / (0) - <t>- _ 

Se tiene obviamente que/es sobreyectiva si y solo si/(X) - Y. 

4.8,2* Propiedades de la imagen 

Sean /: X -► Y y A y B subconjuntos del dominio. 

a) Si un subconjunto del dominio es parte de otto, ententes la misma relacion vale 
para sus imagenes. 

Es decir, s i/:X-*Y,ACX,BCXyACB, entonces es f (A) C /(B). 

En efecto, sea 

zef( A) 

a q x e A / / (a) s= z Por definicion de imagen 

ii 

J .v e 8 /(,v) = J Por ser A <_ B 

4 . , . 

- € $ j Por detinicion de imageu 

b) La imagen de la union de dos subconjuntos del dominio. es igual a la union de 
sus imagenes. 

Hipotesis) 

A C X y BCX 

Tesis) /(A U B)= /(A) U/(B) 

Demostracion) 
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Probamos ia doble inclusion. 

: ) Sea 

z e/(AU B) 


3 xeAUB !f(x)-z 
4 

3 x I (x e A v x € B ) a f(x) = z 
11 

*■ (3.x I xeA a /(x) = z) v (3x/xeB a /(x) = z) 

11 

zef(A) v ze/(B) 

11 

ze/(A)U/(B)_ 

Es decir 

/(AUB)C /(A)U/(B) (1) 

2°) Usando propiedades de la inclusion y a) 

ACAUB i/(A)C/(AUB) \ ^ 

BC AUB => f (B) C/(AUB) J 

=*/(A)U/(B)C/(AUB) (2) 

De (1) y (2) resulta 

/(AUB)=f(A)U/(B) 

c) La imagen de la interseccion de dos subconjuntos del dominio esta incluida en la 
intersection de sus imagenes. 

Se trata deverquesi /: X-Y.AC XyBC X, entonces 


/(A O B) C/(A) n/(B) 


preimagenes 

En efecto, sea 

z e / (A H B) 

H 

v- 3xeAOB//(x) = z 
11 

( 3 x e A / / (x) = z) a (3x eB//(x) = z) 

11 

z e/(A) A ze/(B) 

11 

*«/(A)n/(B) 

Entonces 

/(A n B) C/(A) n/(B) 

El siguiente ejemplo prueba que no es valida la inclusion en el otro sentido. 
Sean f Z-*N deflnida por 

/(x) = x 1 

y los subconjuntos de Z ^ 

A ={-2,~3,4}yB={2,3,4,5) 

Se tiene A (3 B — ^ 4^ y 

/(AnB)*{l6) i , 

/(A)n/(B) = {4,9,16} O (4,9,16,25) = (4,9,16) 

Resulta 

* /(A n b) c /(A) n/(B)_ 

=j* 


4 .,. IMAGENES INVERSAS DE SUBCONJUNTOS DEL CODOMINIO 
4.9.1. Concepto 

Sean/ ■ X-*-Y , An M pa« M co4o-nY. U"b"a“tS~ 
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Defimcion 

Imagen iiversa o pteimagen del subconjunto A C Y, es el conjunto de los 
elementosdel dominio cuyas imagenes pertenecen a A. 

La notacionpara indiear la preimagen de A por /, es/ -1 (A) y nodebe emenderse 
que se indica lafuncion inversa, la cua! puede no existir, ya que nada se prefija acerca 
de / 

En simbolos 

f l (A) = (x e X / /(af) e A ) 

Es claro que 

xef " l (A) of (x)eA 

Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A si y solo si su 
imagen pertenece a A. 

Ejemplo 4-22. 

Sea /: R —R definida por f(x)=x 2 . 

Determinarcos las preimagenes de los siguientes subconjuntos del codommio 

I ... 11 j ... i % 1 j s (— 1 11 . [4. 9) 

Se tiene 

> ) /'* e-»- l]={*eR//(x)e(-«,-l]} 

Ahora bien 

# /(x)e(-“,~ ll ** x 2 < _1 <*xe<t> 

Resulta 
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lv) Finalmente 


xef-' [4,9] 
if 

f(x)e{4,9] 

if 

x 2 e [4,9] 


4 <x 2 <9 

if 

x 2 > 4 A x 2 < 9 

if 

lx! >2 a lx| < 3 
if 

x e [—3 , — 2] v x e [2,3] 
it 

x 3 , — 2] U [2,3} 

Entonces 

f~ l [4,9] = [-3,-2]U[2,3] 

4.9.X Propiedades de la preimagen 

Sean /: X Y y los subconjuntos AC Y,BC Y 

a) La preimagen de la union es igual a la union de las preimagenes. 



Se rrata de probar que f 1 (AUB)=/" j (A)U/ 1 (B) 

Ltilizamos sucesivamente las defmiciones de preimagen, de union y de preimagen: 
Kf l (AUB)^/(x)eAUBo 
*>f(x)e A v /(x)eB 
<*xef~ l (A) v re/’ 1 (B) ~ 
xef* 1 (A)u m 
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b) La preimagen de la intersection es igual a la interseccion de las preimagenes, es 
decir 

r 1 (A n B) =/■' (A)n/-> (B) 

Razonando analogamente, se tiene 

x e/ _1 (A n B) «■ /(x) 4a n b •» 

*>f(x)eA a /(x)eB 
oxe/' 1 (A) a xe/’ 1 (B) » 

**■ x e/‘ l (A) n/' 1 (B) 

c) La imagen inversa del complemento de un subconjunto del codominio es igual a! 
complemento de su preimagen 

/-'(A c ) = ir 1 (A)] c 

En efecto ‘ * 

xe/' 1 (A c )-s-/(x)eA c «./(x)iA« /> ;A 

»~[/(x)eA]«~[xer'(A)l«. 

«* xe /"' (A) x e[/“ l (A)] c 

Ejemplo 4-23. 

El conjunto CL consiste en los posibies resultados que se obtienen al lanzar una 
moneda, es decir 

£2 = < j c, s 

Se define /: mediante 

/(0 = 1 

* 

En un diagrama, la situacion es 


Cl 






RESTRICTION Y EXTENSION 


137 


ii) Sea ahora 


we/" 1 (-*>, x) 


Por definicion de preimagen 

f(w)<x 

Esdecir: x—f(w )>0 

Y siendo-t — / (w) un numero real positive exists m e N tal que 

x-f(w)> 2~ m 

For trasposicion de terminos 

/(w)<*- 2 '" m 


O sea 


3meN//(w)e(— °°,x — 2 m ] 


Y por definicion de preimagen 

ameN/we/' 1 (-«,x- 2' m l 

Por definicion de union results 

we U /■' (-«,x-2' n ] 

n “ 1 

Es decir ^ 

f~ l (- <» ( x) C U f~ l (- 00 , X - 2" n ] 

n s 1 

Las inclusiones (3) y (4) demuestran la igualdad propuesta. 


(4) 


4.10. RESTR1CQON Y EXTENSION DE UNA FUNCION 

Sean / : X -*Y y A un subconjunto de X- Definimos la funcion g : A -*Y mediante 
ia asignacidn g (,t) = fix ) cualquiera que sea x e A. Decimos que g es ia restriccion de !a 

a plication f al subconjunto A. y la denotamos? =/i A. 

' Si g es la restriction de / al subconjunto A, entonces/: X -*• Y es una extension de 
la funcion g sobre el conjunto X. Es claro que la restriccion de /:X-*-Y al 
subconjunto A es unica; mientras que, dada una funcion s: A -+Y, esta admite mas de 
una extension sobre el conjunto X que contiene a A. En efecto,si# . A-^Yy A C > 
entonces podemos definir una extension degal conjunto X, de la siguiente manera, sea 
y 0 un elemento cualquiera de Y; definimos: 

f g(x) si x e A 
f : X -*-Y mediante f(x) - < 

y 0 si x € X A 





TRABAJO PRACTiCO IV 

j*25. Dados A = { 1 , 2,3 j y B = { 0 , i , 2 , 3 , s) definir por extension la 
funcion /: A-*B, que asigna a cad a elemento del dominio su cuadrado 
disminuido en 1. Representar y clasificar/ 

4-26. Siendo A = £~2,— 1,1,3^ representar y clasificar la apiicacion/ : A-* Z. 
tal que la imagen de cada elemento de A es el resto de su division por 3. 

4-27. Por definicion, parte entera de un numero real x es el mayor entero que no 
supera ax. Si e es la parte entera de x se verifica 

e<x < e 4- 1 

Para denotar la parte entera del numero real x„ se usan las notaciones ent (x ) o 

w 

Estudiar, representar y clasificar la funcion /: R->Z» definida por 

/(*) = ent (x) 

4-28, Representar y clasificar la funcion maittisa, que se denota por 

mant: R -*R 

y se define medknte mant (x) - x — ent (x) 

4*29. Representar y clasificar las siguientes funciones: 
i ) /:R-*R tal que /(x) = x-l 

ii) /: R —>- [ 1 .«) tal que f(x)-x 2 4* 1 

x — 1 

iii) /: Z Q definida por f(x )~—^— 

.4-30. Sean A={ 1 ,2,3} y B={ 2,3} 

Representar y clasificar/ - : AX B-+Z definida por 

f(a . b)=3a-b 

4-J1. Dados A = { 1 , 2,3} y B= { 1 ,2,3, 4 } definir por una tabla y clasificar 
/: P (A) P (B) tai que /(X) = B —X 
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4-32. Definir aplicaciones no constantes, con los dommios y codomimos que se 
indican: 

ii ) g : Z -*N (que sea biyectiva) 
iii) h :R-*{0, l} 

4-33. Sean / : Z - N definida por / (x) = x 2 , y los subconjuntos del dominie 
A= (-1 ,-2,-3, 4 } y B={l,2,3,4}. 

Verificar las propiedades de la imagen. 

4-34. Se considera la funcion/: R 2 ->R tal que / (x , v) - y. 

Dar dcs subconjuntos A y B del dominie, tales que B C A y /(A B>- 

*/(A)~/(B) 

4-35, Proponer dos conjuntos X e Y. una parte A C X y una funcion /: X-*Y tales 
que 

i ) /(X- A)CY-/(A) 

ii ) Y~/(A)C/(X-A) 

iii) /(X-A)n[Y-/(A)] = 0 

4-36. Sea / : R - R definida por /<*) = * 2 + 1- Determinar las preimagenes de !os 
siguientes subconjuntos del codominio: 

[-1,1 ),(-“,4"},[°> 3 ]’ l0 ’3)-{ 1 * i°i 

4-37. Sea/: X ->Y. Demostrar la equivalence de las siguientes proposiciones. 

a) /es ihyectiva, 

b) V A, AC X =»/'' [/(A)} = A 

4-38. Las funciones/: Z^-Qyg : Q-»• Z son tales que 

. /(*)=-y- +1 y g(x)=ent(x) 

Definir g ° f, fog. y determinar (g ° /) (~ 2 ),(/=>*)(- y >■ 

4-39. Las funciones /: A-B y g : B-C son tales queg » /es sobreyectiva. Demostrar 
que g es sobreyectiva. 

Las funciones/: A - B, * : B - C y h : C-* D son tales que g <>/y A »*«>n 
biyectivas. Demostrar que/, g y A son biyectivas. 

Las funciones / : A - B, g : B - C y A : C - A son tales que /r. W y' /j J ° * 
son sobreyectivas, mientras que go/o ft es inyectiva. Demostrar que f,g y 
biyectivas. 
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4-42. Sean /: X -»■ Y una funcion, y los subconjuntos A C X y B C Y. Demostrar las 
siguientes relaciones: 

a) A G/- 1 [/(A)] c) /(X)—/(A) C/(X - A) 

b) ft/' 1 (B)] C B d) (Y - B) = X -f~ l (B) 

e) /(A n/-‘ (B))=/(A)nB 
4-43. Dado el subconjunto A C X definimos la aplicacion 

Xa : X -* R mediante 
! 1 si x e A 

Xa to 4 

! 0 si re X-A 

Xa se ^ania funcion caractenstica del subeonjunto A C X. 

Verificar que para todo elemento x de un conjunto X se cum pie n las siguientes 
relaciones entre las funciones caracteristicas de los subconjuntos de X: 

*) XAnsto = Xa toX b to 

“) XaubW = X a to + Xb to - Xa to • Xb to 
4-44. Se considers la funcion / : X ! -» X 2 definida por f (a, b)-{b ,a) 

Demostrar que / o' d = d, siendo d : X -* X J la funcion diagonal. 

4-45. La funcion/: R -*R 2 esta definida por fix) = (x, — x). Demostrar: 

i ) fix +x)=/to+/oo 

ii) f(k . jc) = k . f(x) , donde k e R 
Nota: las condiciones i ) y ii) confieren a /el caracter de funcion lineal. 

4-46. Sea / una funcion arbitraria de un conjunto A m R Demostrar que para todo 

numero real x se verifica 

n r 1 (-«,x+2- n )=/- , (-«,*] 

n » I 

4-47, Sea 4 es un algebra de Boole de subconjuntos de £2, y P es una funcion de A en 

R que satisface: 

* ) P (4) > 0 cualquiera que sea A 
ii ) P ul) = 1 



La aplicacion P, que verifica las condiciones anteriores, se llama funcion de 
probabilidad; los elementos del dominio son sucesos, y *a imagen de cada uno de 
ellos es su probabilidad. 

Demostrar: 

a) La probabilidad del vacio es igual a 0. 
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b) La probabilidad de la union de dos sucesos es igual a la suma de sus 
probabilidades menos la probabilidad de su interseccion. 

c) La probabilidad del complemento de un suceso es igual a 1 menos la 
probabilidad de dicho suceso. 

P4S. Sean un algebra de sucesos de £2y X una funcion de £2en R. Demostrar que para 
todo jc e R 

X -> (— °°,x)eA X" 1 (-^,x]eA 

4-49. En las mismas condiciones del ejercicio anterior demostrar 

X' 1 X" 1 [x. ~)€4 

4 5d Fn el mismo caso. demostrar 

X' 1 (— ».x]eA «*■ X" 1 (x. °°)e4 

4-51. Sea /: X -+Y. Demostrar la equivalence de las siguientes proposiciones cuales- 
quiera que sean A C X y B C X 

i) r‘[/(A)) = A 

ii) /(AOB)=/(A)n/(B) 

iii) AHB-0 -/<A)0/(B)»* 

iv) BCA — /(A - B) = / (A) -/(B) 




Capi'tulo 5 


LEYES DE COMPOSICION 


5.1. INTRODUCCION 

En este capi'tulo definimos, desde el punto de vista funcional, el concepto de ley de 
composition interna en un conjunto no vacio. Luego de proponer algunos ejemplos, se 
estiidian las posibles propiedades que pueden presentarse y la eventual existencia de 
elementos distinguidos. Se introduce aqui el tema de homomorfismo entre eonjuntos, 
y su cuiminacion en el teorema fundamental de compatibilidad de una relacion 
de equivalenda con una ley interna. Con vistas a su utilizacion en la estructura de 
espacio vectorial, se definen las leyes de composicion externa. 

5.2. LEYES DE COMPOSICION INTERNA 

Una ley de composicion interna, definida en un conjunto no vacio A, consiste en 
una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de A un unico elemento 
de A. Esto significa que a cada objeto de A X A le corresponde un unico elemento de 
A. 

Definition 

Ley de composicion interna definida en un conjunto no vacio A, es toda funcion 
de A X A en A. 

En simbolos 

* es una ley interna en A «=> * : A 2 A 

Es decir 

a€A<\beA*=>a*b€A 

La unicidad de a * h esta dada por la definition de funcion. La imagen a * b, del 
par (a ; b) t es el compuesto de a con b . 
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LI-YFS Dl: COMPOSICION INTI UNA U3 

Son ejemplos de leyes de composicion interna, la adicion y multiplication en N,Z, 
Q,RyC. 

Ejemplo 5-1. 

Las siguientes tablas de doble entrada definen leyes de composicion interna en el 
conjunto A — la 




En i ) es b * c = a, pero en ii ) se tiene b *,c — e. ^Cuantas leyes de composicion 
interna es .posible deflnir en este conjunto A? Es obvio que tantas como funciones 
existan de A 2 en A; como A 2 tiene 9 elementos, se trata de todas las variaeiones con 
repetition de 3 elementos de orden 9, es decir, 3 9 . 

Ejemplo 5-2. 

En R 2 se define * mediante 

(a , b) * (c , d) = {a + c + d ) 

Esta ley interna es liamada suma ordinaria de pares y se efectua sumando en R, 
componente a componente. Como cada par ordenado de numeros reales caracteriza un 
vector del piano aplicado en el origen de un sistema cartesiano, resulta que el 
significado geometrico de esta ley de composicion interna en R* consiste er la 
diagonal del paralelogramo cuyos lados son los vectores dados. 
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“717 {..u}- «—"/“** t<a) son 

anciones biyectkas de A en A, es decir 

T (A) ={/,-• A A i ft esbiyectivaj 

x- T/ a \ la comnosicion de aplicaciones. que es obviamente una 

emal puesto que la composition de apHcacio.es dyecnvas de . 

* ei a lrav * $ de losconss?on ' 

rentes conjuntos imagenes de las aplicaciones 

x ,'i . f —((1 2),(-, 3) ,(3, 1)} 

/l ={(l,l),(2,2),(3 J 3)} = i A f* \ {l ' 

/. „{.(!, 1) ,(2,3) , (3,2)} /* ={(1 ,3) A- . 1) ’ (3 ’ 

f 3 ={(i,2),{2, 0.0,3)} / 6 ={(1.3),(2.2),(3,1)} 

Para compcaer f 2 con /, determinant • h mediantS: 

(/ 3 o/ 2 ) (1> =/s l/r 0)1 = / * (D - 2 
(f 3 o / 2 ) (2) =/ 3 t/2 (2)1 =/ 3 (3) - 3 
(f 3 =/i)(3) = 1 

1. «*u d, lac«tposic,6»d. » funcionesbiyectivasde 
A en A. come en el caso del ejemplo 5-1. 

- , propJED^DES Y ELEMENTOS DLSTINGU1D0S 
DE S tEYES DE COMPOSICON HOW 

Se, . una ley de composition interna en A, «• decn. • : A' - A 

5.3.1. Asociatividad 

• « r„ * b\ * c =fl * (b * c) cualesquieraque sean a. By c 

* : A* A es asoc.ialiva o (a * D) * c 

en A. 

5.3.2. Conmutatividad 

a, * h - h * a oara todo par de elementos a y b de A. 

* : a 1 -* A es conmutativa «*■ a * b - b a para 


propiedadf-s y elementos distinguioos 
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c 11 Existencia de elemento neutro , 

5.3.3. existent. . * a nn Memento e, que compuesto a 

Cabe preguntarse si existe en el c ° njU ” 0 ltere §5 un elemento tal existe se lo 
izquierda^y a derecha con ^ con la siguiente definicicn 

»*™ neutro . tden.idad eeepee.o , > * . . , . „ , „ 

ee Aes neutro respecto de * v * € A * 

—nxr:;:::——; 

L0 , elementos« A ,ne admit.. _de . se daman 

' ) La adietdn es una ley interna mi ^^^^ornnutatiyA con neutro 0, y e° n 

ii) La adicion es ley mtema en Z, asociattva, 

inverso aditivo para cada entero. conmutativa, con neutro 1 , 

iii) En R la multipUcacion es ley * 

y con inverso multiplica two pa ^ ^ coinpos ici 6 n de aplicaciones es ley 

iv) En el conjunto T(A, de. e i em P ’ funciones es asociativa), con neutro 

r™’ ei “ s propi '“" so " 

senciliarnente mediante la tabl. de la eomptskioo. 

535 . Unicidad del neujro 

serlo e\ se tiene 

e '^e’*e~e*e -e 

5 . 3 . 6 . Unicidad del k— W , . , eMonecsaich „ 

S1 un elemento . . A edmite respect, de le ley — *• — 

"““os ,«e «■ V «” »«" * '• Ap, “ d ° 
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cion de neutro, el hecho de que a* es inverse de a , la asociatividad, el supuesto de 
que a es inverso de y la definicion de neutro se tiene 

a*’ ~ a" * e = a” * (a*a r )~ {a** * a) * a’= e * a’ ~a' 


5.3.7, Regularidad de un elemento respecto de una ley interna 

La regularidad de un elemento respecto de una ley de composicion interna consiste 
en que es cancelable o simplificable a izquierda y a derecha en los dos miembros de 
una igualdad. 


Definicion 

«tA da regular respecto de * 


( a* b = a*c => b~c 
\ b * a ~ e * a ** b - c 


La reguiandad bilateral se Hama regularidad a secas; si es precise disringuir, habra 
que especificar si lo es a izquierda o a derecha, 

{ regularidad es relativa a la ley de composicion, y, lo mismo que la inversion, 
v^epende de cada elemento. Asi como existen elementos que admiten inverso, y otros 
que no, aqui puede ocurrir que un elemento sea regular o no. Si todos los elementos de 
un conjunto son regulates respecto de cierta ley de composicion interna, se dice que 
vale la ley cancelativa o de simplificacion. 


Ejempio 5-5. 


i ) En (Z, 4-) todos los enteros son regulates. 

ii > En <N t .) todos los naturaies son regulares. - 

iii) En (R. J todos los reales, salvo el cero, son regulares. 

iv) En (R 2 , +) todos los elementos son regulares, En este ejempio de ley de 

composicion interna valen la asociatividad, conmutatividad, existe neutro 
<0, 0) y el inverso aditivo u opuesto de todo par (a , b) es (~ a b ). 


Ejempio 5-6. 

Se define * : Q 2 Q mediante a * b = a + b + a . b (l) 

Se entiende que + y. son la suma y el producto ordinarios de racionales,.de modo 
que (1) caracteriza una ley de composicion interna en Q. 

El problema consiste en analizar las propiedades de * en Q. 
l ) Asociatividad. Apiicando reiteradamente la definicion (1) 

(a*b)*c=(a+b+a.b)*c = a+b+a.b+c + (a+b+a.b).c = 

= a + b 4- c + ab + ac 4- be 4* abc (2) 

a*(b*c) = a*(b+c + b.c)^a+b + c +b. c 4 - a .(b + c -bb . c) = 

— a-bb-bc+ab+ac~b be + abc ( 3 ) 

De (2) y (3) resulta (a * b) * c = a * (b * c) y la ley es asociativa. 
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ii ) Conmutatividad. Se verifica apiicando (1) y la conmutatividad de la adicion 
y multiplica cion en Q 

a*b-a-bb+a.b~b-ba-bb.a-b*a 
iii) Existencia de neutro. Si existe e, para todo a e Q debe cumplirse 


Por(l) a -be 4- a . e =a , es decir: e 4- a . e — 0 . 
Luego (1 4- a ). e = 0 y cualquiera que sea a ^ — 1, resulta e - 0. 


Resulta entonces que existe e = 0. Por la conmutatividad. solo hemos analizado con 
e a derecha. 

iv) Elementos de Q que admiten inverso respecto de *. Si a e Q admite inverso, 
debe existir a e Q, tal que 

a * a * = e 

es decir a + a' + a . a' ** 0 => a\ (1 4- a) = —a . 

Luego, si a =£ — I, existe a * = -r~r— 

& 14 -a 

Es decir, todos los racionales, salvo — 1, admiten inverso respecto de *. 

v ) Elementos regulares. Investigamos que racionales a son regulares a izquierda. 
Sea entonces 

a * b—a *c 

Por (1) 

a -b b -b a, h - a 4- c + a . c 
Cancelando a en (Q , 4-) tenemos 

b + a. b ~c + a. c 

Por distributividad 

6(14-a)=c(l+fl) 

Si a =£ -1, entonces 

b = c 

Luego, todos los racionales, salvo —1, son regulares respecto de *. O bien, vale 
la ley cancelativa de * para todo racional distinto de -1. 


Ejempio 5-7. 

Se considers el par (A , .) siendo el producto ordinario de mimeros reales, y A 
el subconjunto de mimeros reales del tipo a 4- b \JT con a y b racionales. Estamos 
interesados en caracterizar las propiedades de esta ley de composicion en A. 
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i ) El prodicto es Icy interna en A, o equivalentemente, A es ccrrado para el 
producio. En efecto, sean 

«= a fb^ 2 eA r- (S = c+d^ 2 eA=* 

=>a j^(a + b^f2).ic+d^/2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)y/2 

v come a, b, c, d 6 Q* result# ot. (3 € A. , 

cumplendo cn cualquier subconjunto de el. Solo es preerso probar las 
propie lades reiativas a 1 a existencia. 

iii) Por lasrazones expuestas en ii), el producto en A es conmutativo 

VaV0eA:a.(3 = 0 a 

iv) Neutrc es e — 1 + 0 . V?, P ues 

(a + bs/2Kl +0>/2 ) = a + b\ r 2 

0ftM «»<= neutto en Adebe *, de. Upo e . , <-? Vt « ,n. per, ,odo 
u = a + b x/Tdebe cumplirse 

(a + b v r 2 ).(x+j'v r 2 ) = a + ft V r 2 * l ) 

con xey adeteiminar. Efectuandooperaciones: 

(ax + 2 by) + (bx + ay) V~2 — fl + b V 2 

rox + 2&y = a 
{ '- , \bx+ ay = b 

Sia = b = 0 (l)secumple obviamente. Supongamosentonces que* y b no son 
sunuitaneamente nulos y utilicemos el metodo de Cramer para resolver (.) 


:\ a 2b \~r -2b 1 ^0 

\ b a ; 


rnies a y b 


son mteros no simultaneamente nulos por lo supuesto. 


i b a\ 


a b - a b — 0 
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Entonces 


_ Ax _ , y= ^X =0 

X -~T 1,7 A 


Es dear, existe e - 1 + 0 %T2 si 

l)Todor ,„, t+r »^^ 

^ _^ 

(ax + 2 by) + (bx + av'l V - = 1 0 v " 

f ax 4“ 2 by = 1 


-2b 2 *0 , Ax- 


\ b x T — 0 

1 i 2 b \ A _ i a * I 

| a t A v - | i = 


l 0 a ! 


Es decir 


- 2 b 2 


- 2 k 2 


a _ t - ^2 

y resulta a 1 — a _ i ^ a 2 — 2 b 

En cuanto . 1. to d. -pUH^n, .<*« •*—>» ” “ 1 ° d ' A “ 
pues sia^uyap 

Qg-«7=0 
‘ =>aip- 7 ) = ° 

^p- 7 = 0 *>P = 7 


Ejemplo 5-$. m c 0 lumnas. 

c »jnxm e i c oniunto de las matrices real 
SeaR eiconjuiiw „nxm me diante 

Definimos la adicion de matrices en R nredran 

A + B = [fly] + (b.jl - taS ^ ■-» = a “ r !> ‘ ‘ 

. Results ctaro que es»- 

ta definition caracteriza una ley de W 

siguientes propiedades: _ isociatividad de la adicion en R 

i ) Asociatividad. Basandonos en la asociativiaa 

(A + B) + C = ([ay 1 + + 

= \a u + by] + {di\ * K^.i + M + c d\ = 

= (a u + (by + e«)l = [ay] + Vd + C ‘ jl " 

-[««! +(IM + I c «»- A + (B + C) 
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ii ),Conmutatividad. Con el niismo criterio anterior. 

A + B = [a u ] 4 [& l7 ] = [Oij + b u ) = 

= [by + a u ] = [6 lV ] + [fly] = B + A 

Hemos utilizado, sucesivamente, la definicion de adicion de matrices, la conmutati- 
vidad de la suma en R, y nuevamente la definicion de adicion de matrices. 

iii) Elemento neutro es la matriz nula NeR nxm defmida por n tJ = 0 , Vr Vy, 
pues cualquiera que sea A en dicho conjunto 

A+N«N+A®A 

iv) Inverse aditiva de toda matriz A e R nxm es la matriz B e E nxm definida por 
bij - — a n V (7 ;/), pues 

A+B=B+A=N 

La matriz B, inversa aditiva de A, se llama opuesta de A, y se denota por — A 
v ) Toda matriz nX me s regular respecto de la adicion. En efecto 
A + B = A + C,y sumando —A 
-A4-(A + B) = -A+(A + C) 
asoeiando (—A + A) 4- B = {-A + A) + C 


por iv) 
y por iii) 


N + B = N + C 


5.3,8. Distributividad de una ley de composicion 
interna respecto de otra 

Consideremos ei caso de dos leyes de composicion interna y ‘V\ definidas en 
un mismo conjunto A. Interesa caracterizar el comportamiento relative de dichas leyes 
intemas en el sentido de obtener elementos del tipo (a * b) ° c, o bien (a o b) * c . 


Definicion 

‘V* es distributiva a derecha respecto de si y solo si 
(fl4)oC = (^c)*(^ C) 

para toda tenia de elementos a, b y c en A. 

La distributividad a izquierda de “o’* respecto de “*’* queda definida por 
a , b , c e A c o (a * 6) = (c o a) * (c o 

Se dice que *V’ es distributiva respecto de * si y solo si lo es a izquierda y a 
derecha. 

Analogamente se define la distributividad de respecto de 4 V\ 


HOMOMOKHSMOS 
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Ejemplo 5*9. 

i ) La adicion y multiplicacion son leyes de composicion interna en R, y la 
segunda es distributiva respecto de la primera. Pero la adicion no lo es 
respecto de la multiplicacion. 

ii) En el conjunto N la potenciacion no es distributiva respecto de la adicion. 
Aqui se define 

a*b~a n y se tiene (a 4- b) n # a n 4 b n . 

Tampoco existe distributividad a izquierda, pues 


iii) Pero la potenciacion en N es distnbutiva a derecha, respecto de la 
multiplicacion, ya que 

(a. b'f =a n \b n 

Sin embargo, no lo es a izquierda, pues 

n ta ' b) =£ n a . n b 

iv) En P (U) la union e interseccion son leyes de composicion interna, y cada una 
es distributiva respecto de la otra. 

v ) En P (U) se consideran la diferencia simetrica y la interseccion. En el ejemplo 
2-28 se ha probado la distributividad de la interseccion respecto de aquella. 


5.4. HOMOMORFISMOS ENTRE CONJUNTOS 

Sean (R, 4) y (R + , . ), donde R es ei conjunto de los reales, R + el conjunto de los 
reales positives y las operaciones indicadas son la suma y el producto usuales. 
Consideremos ahora’la funcion 

/: R -> R + 

definida por f(x) = 2 X (1). 

Se tiene entonces 

fix +y) « 2 x+y « 2 X .. 2 y = /(*) ./0) 

Basandonos en la definicion (1), el producto de potencias de igual base, y utilizando 
de nuevo la definicion (1), hemos probado que la imagen de la suma en R es igual al 
producto de las imagenes en It. + 

Una aplicacion/, que satisface esta propiedad, se dice un homomorfismo de R en R 
respecto de las correspondientes leyes de composicion interna. 
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5.4.1. Homcmorfismo entre dos conjuntos respecto de una ley interna en cada uno 
Sean los conjuntos no vacfos A, A\ y las leyes de composicion interna 

* : A 2 A 
** : A’ 2 -» A’ 

Definition 

La fuacion f : A -+ A" es un homcmorfismo respecto de * v *’ si y solo si la 

imagen de la composicion en A es igual a la composicion de las taagenes en A'. 

En sunbolos 

/: A -+■ A' es homomorfismo respecto de * v *' •*> f (a * b) — J ia) * J(b) 
cualesquien que sean a y b en A. 

Ei concepto de homomorfismo es fundamental en algebra, y su interpretaeion es la 
siguiente: 

i ) Hcmos defmido homomorfismo entre dos conjuntos respecto de sendas leyes 
de composicion interna. Las leyes interims y los conjuntos no son 
necesariamente distintos. Ademas, el concepto de homomorfismo es aplicable 
tambien respecto de relaciones que no son necesariamente operaciones. Se 
tienen, por ejemplo, los homomorfismos de oiden. 

ii) Ua homomorfismo, como objeto, es una funcion que respecta la propiedad 
que lo define. 

iii) El homomorfismo / : A -*• A’ proporciona una altemativa para obtener la 
imagen de la composicion en A, a saber: 



a) a e A a be A =* a* be A => 

=* / (a * b) e A’ 

b) a € A a be A =>/(a)eA’ a /(p)eA’ => 

=*• /(a) *'f(P) e A’ 


MOREISMOS 1 SP1CIALES 
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El homomorfismo establece la igualdad de los objetos/ (a * b)yf(a) y las 

dos posibilidades son: componer en A y hallar la imagen, o bien, hallar cada imagen y 
componer estas en A\ Como sinonimo suele utilizarse el vocablo morfismo. 

5.4.2. Homomorfismos especiales 

Sea /: A ~>A’ un homomorfismo respecto de * y 
i ) /es un monomorfismo si y solo si/es inyectiva. 

ii) /es un epimorfismo si y solo si / es sobreyectiva, 

iii) /es un isomortismo si y solo si / es biyectiva 

iv) ft s un endomorfismo siy solo si A - A 

v ) /es un automorfismo si y solo si/es un endomorfismo biyectivo. 

Ejemplo 5-10. 

Sean (R 3 . +) ,(R 2X2 , +)y/: R 3 -^R“ 2 talque 


/(*! .X; . X,) : 


IX, 0 


Xj Xjj 


Las operaciones consideradas son la suraa de ternas ordenadas de numeros reales 
definida por 

(X, ,x 2 ,x 3 ) + (yi ,y 2 ,y 3 ) = (*i +yi *2 + y2 ’*3 + y3 ) 

y la adicion en R 2X2 es la definida en el ejemplo 5-8. Vamos a probar que f 
caracteriza un homomorfismo. 

Sea 

/[(X, ,x 2 .Xjj + C^, , yt ,y 3 )j =/(Xi + V, .X, +y 2 ,* 3 +y 3 ) = 

_ x, +y, 0 | 0 + [ Vl 0 =/(x, ,x 2 ,x 3 )+/0’i .v'a 

x 2 +Va x 3 +y 3 J [x 2 x 3 J [y 2 V3_j 


Ademas /es un monomorfismo, es dear, inyectiva. En efecto, scan 


■, . x. .JCjl € K" A b’| 

fx, 0 1 \}’i 0 1 


[>’* V 3 j 


,»e R 3 tjixi .xj -xji = /'(>! 


’x, = V| x 2 -y 2 . x 3 ->'3 


(x, ,x 2 ,x 3 ) = (y t , v 2 ,.v 3 ) 


n 2 ^ 

En cambio/no es sobreyectiva, pues A 4 j carece de preimagen. 
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Ejemplo 5-1!. 

Sea/: R ->R tal que f(x) = ~ 3 x. 

Results /un automorfismo de R en si mismo, respecto de la adicion, pues 
i )f(a + b)~- 3 . (a + k ) = -3a -3b =/(a) +/(&) 
ii) /es biyectiva, lo que se prueba siguiendo el esquema del ejemplo 4-9. 

El lector podra comprobar facilmente que jf : R *~>R definida por/{jx) —x 4- 1, no 
es un homomorfismo respecto de la adicion. 


5.5. COMPATIBILIDAD DE UNA RELACION DE EQUTVALENCIA 
CON UNA LEY INTERNA 

Sean A 4= 4> , una relacion de equivalencia definida en A. y * una ley de 
composicion interna en A. Cabe preguntarse si la composicion de pares de elementos 
respectivamente equivalentes conduce a resultados equivalentes. Si la respuesta es 
af rmativa. se dice que la relacion de equivalencia es compatible con la ley de 
composicion interna. 

Definition 

~~ es compatible con * ° a a* a b b* ^ a * b a’ * b cualesquiera que 
sean a, b f a* y b* en A. 

Ejemplo 5-12. 

Investigamos la compatibilidad de la congruencia modulo n 9 respecto de la adicion 

en 2. 

Sean a a b ~h f => n \a—a* A n 1 b — b* n | (a —a 1 ) + (b — h*) => 

=> n \ {a + b) — (a* + b*) a + b ~a* + b* 

Hemos utilizado sucesivamente la definicion de la congruencia modulo n, el hecho 
de que si un numero es divisor de otros dos es divisor de su suma, suma de dos 
direrencias. y fmalmente la definicion de la misma relacion de equivalencia. . 

Ejemplo 5-13. 

De manera semejante comprobamos la compatibilidad de la congruencia modulo n, 
. respecto de la multiplicacion en Z. 

j a* a b => n 1 a — a* a n | b — b* =* a = a* + nk* a b — b’+nk” =» 

=> ab = a’b’ + a’nk” + nk’b’ + nk'nk” => ab — a’b’ + n (a’k” + k’b* + k’nk”) 

=» ab -a’b* + nk => ab —a’b’ - nk => n \ab — a*b* ^ ab ^ a’b* 


i 
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Ejemplo 5-14. 

En el conjunto N 2 de todos los pares ordenadosde numeros naturales se considera 
la relacion de equivalencia estudiada en el ejercicio 3-25, y la suma ordinaria de pares, 
definida por 

(a, b) + (c, cO = (a +c, b + d) (1) 

Sean (a, b) ~(a‘, b’) a (c . d)~(c’, d’) - « + V-b + «’ A c+d‘ = d+c’~ 
=#■ (a + c) + (b’ +d’) = (b +d) + (a’ + c‘) =» (a + e , b + d) ~(a‘ + c‘ , b’ + d ) ** 

=» (a. b) (c, d) ~(a ’ b ’) + (o’, d’) 

De este modo resulta que la relacion de equivalencia definida en N : es compatible 
con la adicion definida en (1). 

5.5.L Teorema fundamental de compatibilidad 

El hecho de que una relacion de equivalencia sea compatible con una ley de 
composicion interna definida en un conjunto es de notable importance porque induce 
una ley de composicion interna en el conjunto cociente, es dear, permite operarcon 
clases de equivalencia. 

Teorema 

Si — es una relacion de equivalencia compatible con la ley de composicion interna * 
en el conjunto no vacio A, entonces existe en el conjunto cociente una unica ley 
de composicion interna tal que la aplicacion canonica *: A ■es un homomorfis¬ 
mo. Ademas. las propiedades de * en A se transfieren a *’ en — • 

Para demostrar este enunciado consideramos las siguientes etapas. 


A 

A,*,- — 



i) Sean K u y K. dos elementos de 4 ■ es decir ’ dos clases de e£ l uivalencia - 
Como la aplicacion canonica * : A - 4 « sobreyectiva existen x e A. y e A tales 
que *(x) = K u y tp(y)— K, (IV Con esto hemos logrado pasar d ^onjunto cociente 
al conjunto A, donde * es una ley de composicion mterna, y por lo tan 
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A 

Ahora bien, por definicion de aplicacion canonica, <p {x * y) e — , es'decir, 

^De c^mcdo^a part* de dos clases K 0 y K„ hemos obtenido unaclase resultante 
K . Para que esta asignacion sea una ley de composicion interna en — hay que 
demostrar que K„ depende exclusivamente de K u y K w y no de la ® ! ® cc , 10 " e S “ S 
preimageries en A. En efecto, sea nx f ey en A, tales que *p(x ) M y ) v 
Entonces, por (1) y (3) se tiene 

fix') = £(x) y <9 (>’*) = V(y) a * x ’“~ x A y x*y~x*y 

por la hipotesis de la compatibilidad;y por la definicion de aplicacion candnica resulta 
^ tx # • y ’)= ^ (x * y )= ¥itv , eon lo que nuestro proposito queda satisfecho. 

Definimos ahora 

** : A x — — mediante 

K u *’ K„ = «p(xl *’ «p(y) = <P(* * JO - K «» 

Esta definicion es la traduccion de lo anterior, y ademas queda establecido elhecho 
de que la aplicacion canonica es un homomorfismo de A en — respecto de * y * . 
ii) Veamos ahora que esta ley de composicion interna *’ es unica, con la 
condicion de que la aplicacion canonica sea un homomorfismo. Para ello, 

suposgamos que ademas existe *” «■£. con dicha condicion. Entonces 

K u *”K(, = *(x) *- >p(y) = Vi* * y)= *’ *’ K„ 

Es deeir: = *’ por definicion de igualdad de funciones. 

iii) Ademas de la existencia y unicidad de la ley ’’ inducida en A porla re acion 
de equivalence compatible con *, veamos que las propiedades de en A 

, . A 

verifican para * en^. 

a ) Asociatividad, Supongamos que * sea asockiiva en A. Entonces 

(K u *' Kj,) *’ K w = foto - y) 1 *’ *(*> “ * - v) *’ * i:) = 

= t p[ (x *y)*z] = <fi[x *(y *z)l = ** )_ 

= i p(x) *’ [^(.p) *’ < P( Z )1 = *’ *’ 

b) Conmutatividad. Si * es.conmutativa, *’ tambien lo es. En efecto. 

K„ *• K„ = *(x) *> <p(y) = *{X * y) = * x) = * (y) *’ *to = 

= K U *’K U 
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c) Existence de neutro. Si e e A es neutro, entonces * (e) = K. « neutro en 

A. 

Sea K u *’ K e = *>(*) *’ ^ = ^ (x * e) ~ * (x) “ K “ 

Y analogamente se verifica K e *’ K u = K u . r „ nect0 de *. 

d> Ed™ d. inverses. Svponsa,»»<T“ * ■“* *’■ 

“r ” ! kI s ??> -Vn 

Analogamente se tiene K u * 

F/empfo 5 1. ^ s muitiplieacion. Sabemos que la congruencia 

Consideremos en Z la adicion y la ^ ^ acuerdQ con los ejemp los 5-12 y 

modulo n es compatible con estas leyes m • es ahora el de las clases de 

5-13. Fijemos en particular n -3, el conjumu c 
restos modulo 3, es deeir. Z 3 - { 0, 1, - / 

De acuerdo con . el#Z ^ es “ n 
leyes de composicion interna umcas, ta e q ^ ama y producto de 

las clases son 

e 0 1J_ e 1 Oll 

VI i ! 

T 1 2 o i J 

2 2 0 1 2 0 2 1 

La construccion de estas se basa en el teorema fundamental; por ejemplo 

4 j A,, -bses se suntan sus pwim^enes en Z (« oien s ~ 

En la practica, dada ;Jo> ^ ^ oMda ^ divide por 3, y se propone como 

multiplican, segun sea el caso), 1 resto de , a divis i6n. El esquema que 

“p“,S»T “ '* ** 

anterior. 

—>• a-—* “ dfci6 " y ” u,, "’ , “ 6n 41 “*” 

de restos modulo 4, y obtenemos 





Nos decidimos por denotar con los simbolos 4* y . la suma y el producto de clases, y 
nos interesa caracterizar las propiedades de estas operaciones en Z 3 y en Z 4 . De 
acuerdo con el teorema fundamental, toda propiedad de la suma en Z se trasfiere a la 
suma en Z 3 y Z 4 y lo mismo ocurre con el producto. Sabiendo entonces que la adicion 
es ommutativa y asociativa en Z, tambien lo es la suma de clases, y nada hay que 
demostrar. Ademas, corr.o 0 es neutro para la adicion en Z, resulta 0 neutro para la 
suma en Z 3 y Z 4 . Por otra parte, como todo entero tiene inverso aditivo, la misma 
situacion se presenta con toda clase de Z 3 y de Z 4 . La multiplication en Z es 
conmutativa, asociativa y con neutro igual a !; en consecuencia, lo mismo ocurre para 
la multiplicacion en Z 3 y Z 4 , siendo el neutro 1. Avanzando un poco mas en la 
interpretation del teorema fundamental, se dice que toda propiedad de * en A, se 
trasfiere a en A; pero el teorema no establece que siuna propiedad no se cumpie en 

A 

A entonces no se cumpie en—. Veamos esto a la luz de los dos ejemplos 5*15 y 5-16. 

Se sabe que, en Z, elementos no nulos dan producto no nulo, o lo que es lo mismo: si 
el producto de dos factores es cero, entonces alguno de los dos es cero. Esto se traduce 
diciendo que en Z no existen divisores de ceio. Pero, por lo anterior, si en Z no existen 
divisores de cero no se deduce que no existan en el cociente. En efecto, basta analizar 
!a tab la de la multiplicacion de clases para ver la existencia de divisores de cero en Z 4 , 
ya que 2.2 = 0. Es decir, existen elementos no nulos que dan producto nulo. En 
cambio es facil constatar que en Z 3 no existen divisores de cero. Mas adelame 
demostraremos que para la no existencia de divisores de cero es condition necesaria y 
suficiente que el modulo de la congruencia sea prime. 


5.6. LEY DE COMPOSICION EXTERNA 

Se presenta a menudo la necesidad de operar con elementos de dos conjuntos, de 
mode que la composition sea un elemento de uno de ellos. Esta situacion es una de 
las earacteristicas de la estructura de espacio vectorial. 

Sean dos conjuntos A y fi, este ultimo llamado de operadores. 

Definition 

Una ley de composicion externa definida en A, con operadores de £2, es toda 
funcion de X A en A, 
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Usualmente, una ley de composicion externa en A con operadores en £2se denota 
mediante y suele llamarse producto de operadores de SI por elementos de A. 

En simbolos se tiene 

“2* es ley externa en A con operadores en SI . : £2 X A 

Mediante esta funcion, la imagen del par (a; a) se escribe a, a. 

Ejemplo 5-17. 

Si A es el conjunto de los segmentos contenidos en un piano y N es el conjunto de 
los numeros naturales, una ley de composicion externa en A con operadores o escalates 
en N es el producto de numeros naturales por segmentos del piano. 

Ejemplo 5-18. 

Sean R 2 y Q. Definimos producto de numeros rationales por pares ordenados de 
numeros reales, mediante 

Q . (a , b) = (a .« , a . b) 

La igualdad anterior detennina una ley de composicion externa en R con 
operadores en Q Notamos aqui que el mismo signo V* aparece en la defmicion 
anterior con dos significados distintos: en el primer miembro se trata del producto de 
rationales por pares ordenados de reales, y en el segundo miembro consiste en el 
producto de rationales por reales. 

En particular, si el conjunto A se identifica con SL, la ley externa se vuetve interna. 
Ejemplo 5-19. 

Consideremos ahora R nxm y R. Vamos a defimr una ley de composicion externa en 
R rtXm con escalares u operadores reales, mediante 

ot . A = a . (ay*] = [ot a ( j] eualesquiera que sean aeRyAeR nxm 

Se tiene asi el producto de numeros reales por matrices n X m, y se realiza 
multiplicando cada elemento de la matriz por el numero real. 

Ejemplo 5-20. * 

Si R [X] denota el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales. y el 
conjunto de operadores es R, entonces el producto usual de numeros reales por 
polinomios es una ley de composicion externa en R [X] con escalares en R. 

Pero si el conjunto de operadores es el de los numeros complejos, el producto usual 
de complejos por polinomios de R [X] no es una ley de composicion externa, pues 
dicho producto no es siempre un polinomio real. 



trabajo practico v 



, „ i, = - (a + '>!. Estudiar las propiedades y la 

5-2i. En Z se define * pot medio «ka - - - 

existencia de elementos distingindos. 

„ L™,*. - -- “ “* de 

interna, entonces es unico. . 

„ a Formar la tabla de la composicion de aplicaciones biyectivas de A = \ 1 , - * 
en si mistno. 

,.24. Demostraf q»= •> <""■*> dt ” 

dicho elemento. „„*~u-es 

5. 2 , Demostnr ,ne a . , » — <— **““ 4< “ '‘ y 
se verifica 

(a * bY = b’*a' 

5 .26. Estudiar las propiedades de * : Z’-* Z tai que a * * - « + ^ 

5.27. Deteiminar si la congruence modulo 2 es compatible con . 

ejercicio anterior. . Rj _ R de finida por 

5-28. Analizar las propiedades y elementos distmgui os 

a * h — 0 . ,, 4 - J~ 

, i t 1 Q* X O* -^Q*. tal que x — * y - 

;, : <f Reatearelmismoanalisisconreiauona,-V -* 

siendo Q* - Q ~ 0 j ■ 

■a la lev de composicion interna * que asigna a ca P 
5 - 30 . En R se considera la > , Estudiar sus propiedades. 

«*■»* de — « “ ■*“' . P OTsis „ todas te 

5-31. El conjunto R 1 , donde 1 es el intervalo cerrado 1, 

funciones de I en R, es decir 

. 
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Confeccionar ««, de U a. tad~ « «*-> * *«* 

S ={a.b}. 

, . r. R 2 _^ R es una ley interna en R definida por/(«.*)-«+*• 

Se *abe ,*«• Z7-1 

—-"-TIT* ~ 

5-36. En R 1 se define el producto d ^ ^ nC |° ne ^ r ^^ conmufatmdad. existence 

- - <*—*** - “ 

5-37. * es una ley de composicion 

* : R X C - C tal que a * : - a . *- 

i ) a * ib * -)- b) * - 
ii) (a+b)*:=(a* z ') Jr(b * :) 

2 f ' ’ ‘Lll**’ “-- V' Pr ° t “ tU, “ i6n 

Se »»taan *„ „ »» morfismo biyeeovo. 

., t -j . f _i o l'> es un morfismo respecto del 

5.59 Demostrar que la aplicacion f ^ ’ ’ / 

preducto en amboseonjuntos,siendo /(*)-«(*)- 

5-yO EnN se dednen to toes de c.mp.sicion toema • y • 

x * y ~ x 

x o y = x + y 

Investigar las distributividades de * respecto de 
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COORDINABILIDAD. INDUCCION COMP LET A. 
COMBINATOPUA 


6.1. INTRODUCCION 

En esta section se propone al lector el estudio de la relacion de coordinabdidad o 
equipotentia entre conjuntos, sobre la base de un tratamiento funcional, y se 
introduce como derivation natural el concepto de numero cardinal de un conjunto. 
t jY esta via se define el numero natural, pero el estudio de las operaciones y 
propiedades se desarrollara sobre la base del sistema axiomatico de Peano, en el 
capitulo siguiente, En conexion con N, se da el principio de induction completa con 
vistas a la demostracion de propiedades en las que todo estudiante de un curso basico 
uebe ejercitarse, Asimismo, se trata un tern a de vastas aplicaciones en matematica 
elemental v en Probabilidades; tai es el caso de la combinatoria simple y con 
repetition, lo que se reduce, en ultima instancia, a la no facil tarea de saber contar los 
elementos de un conjunto. 

6.2. CONJUNTOS COORDINABLES 0 EQUIPOTENTES 
6.2.1. Concepto 

Sea U un conjunto. En P (U) deflnimos la siguiente relacion: “dos elementos de 
PlU), es decir, dos subconjuntos de U, son coordinables si y solo si existe una 
biyeccion del primero en el segundo”. 

Simbolicamente 

A^B «>3/:A^B//es biyectiva ( 1 ) 

Esta relacion satisface 

i ) Reflexividad. Todo conjunto es coordinable a si mismo. 

Sea A eP (U). Como existe 

*a * A A , y es biyectiva,'por (1) resulta A~A. 


I 


( UOKDINAHII.IDM) 


m 


ii ) Simetria . Si un conjunto es coordinate aotro, entonces este es coordinable 
al primero. 

Sea A HB. Entonces 3 /;A-*B//es biyectiva. 

Por 4.7.2, II), sabemos que/admite inverse, es decir 

3 A !f~ l es biyectiva, 

lo que significa, por ( 1 ), que B~A. 

iii) Transitividad, Si un conjunto es coordinable a otro, y este es coordinable 
con un tercero, entonces el primero es coordinable con el tercero. 

Se trata de probar 

A y B => A 

Demostracion) 

A A B ~~C Por hipotesis 

* 

3 f : A B a g : B -> C / fy g son biyectivas. For (1) 

* 

3 g o /: A -* C / g o f es biyectiva. Porque la composicion de funciones 

bivectivas es biyectiva, segun 4.6.5. 

U 

A-C Por (1) 

Ahora bien, de acuerdo con el teorema fundamental de las relaciones de 
equivalence, existe una partition de P (U) en clases de equivalence, las cuales reciben 
el nombre de numeros cardinales de los subconjuntos de U, 

Definition 

Numero cardinal del subconjunto A C U, es la totalidad de los subconjuntos de 
U que son cooitiinables a A. 

En simbolos 

•f{A)=(XeP(U)/X'A} 

Se tiene 

c(A) = c(B) AHB 

En particular c ( 0 ) = 0, es decir, denotamos con 0 el numero cardinal del conjunto 
vacio. 

Sia € U, entonces c({a) ) = 1. 

S\a y b e U, entonces c ({a ,b})~ 2. 





KJ COORMWAMUDAD. ***** COMMNATOR1A 

Es decu, to. ~m.ro. c„din,l« d, la, part., «»••> » »o v.c>, d. U son ndmero, 
naturales. 

Con N 0 denotamosel conjuntoN U(0} . 

Ejemplo 6‘L 

Se trata de probar que N y Z son conjuntos coord.nabk^ biyectiva de N e „ 

De acuerdo con la defmiaon e^sufiu P relacibn. Pam ello definimos 

z, O lo que es lo mismo, de Z en N, por i- amw.i <* 

Z-^N mediante 


(2 x si x > 0 


i — 

L 

La representacion eartesiana de/es 


2 x + 1 si * < 0 



v el iecior puede comptobar que / 

coordinables o equipotentes. 


3 j biyectiva. En consecuenda. Z y N son 


6.3. CONJUNTOS F1NIT0S Y NUMERABLES 


6.3.1. Conjunto finito 

1 ’ TiZ —— u - n4 ” CT “ 


in = (i. 2, • • • «} 
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10 T»t.° - — ,1, ~,o „ « »oto, o — * “ — 

**** A es finito A = <f> V 3neN/A~I„. 

iii) Definition 

Un conjunto es infinite si y s61o si no es fimto. ^ Q q ^ n4meros 

Los numeros cardinales asociados a loS C .°”^es < a los conjuntos infinitos se llanaan 

naturales. Los numeros cardinales corre^^n ifica la “numerosidad" de los 

trasfinitos. El numeio cardmal * Jpote ncia. En el caso de los conjuntos 

sr. 

adelante. 

* 

6.3.2. Conjunto numerable y sucesibn 

A es numerable N J 

numerable”. . si sus elementos constituyen 

ii i Propiedad. Un conjunto es numerable si y 

la imagen de una sucesion. sianifica que existe una funcion 

nTxs i r»~iii*—-* a “ niu " ,o e! 

exactamente A. 

La representacion de A es entonces 

A ={*!, a z -- • - ) 

--••H-n.-.Hc » N mediante la 
, j-i .,qo Li * entonces « courtm.— - 

Reciprocamente. si A » ue> “P u 
asignain/(«) - y en consecuenc.a es numerable. 

Ejemplo 6-2 . 

j 1 JL JL \ es numerable, por ser la imagen de 
i ) El conjunto A = < -J > 3 ’ .4 ’ ‘ J 

la sucesion M 

. /:N-*A definidapor /(«) = V+T 
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ii ) La union de dos conjuntos disjuntos, uno finito y el otro numerable, es nu¬ 
merable. 

Sean A finite, y B numerable, tales que A O B = <p. 

a) Si A es vacio, A U B = B, y por lo tanto la union es numerable. 

b) Consideremos el caso en que A es finito y no vacio. Entonces es eoordinable a un 
intervalo natural inicial l n . y puede denotarse 

. A ={a t .a 2 , 

B =< b,. b,. 

Sc tiene 

,a n ,b x . b 2 >.. ) 

Definimos 

/: A U B N por medio de 
f i si x = a { 

fix ) = < 

1 n + i si x = bi 

E; facil ver que/es biyectiva y, en consecuencia, AU B HN, con lo que !a propiedad 
queda demostrada. 

El mismo N es numerable, teniendo en cuenta la reflexividad de la reiacion de 
coordinabilidad. De acuerdo con el ejemplo 6*1, tambien Z es numerable, es decir, 
ambos tienen el mismo numero cardinal trasfinito, o sea, tienen “el mismo 
numero de elementos'L El numero cardinal de N, introducido por George Cantor, es 
cl aieph cero,lo denotaremos con a, y eseribimos 

c (N) = c (Z) ~ a 

n el ejemplo 4-10 se demostro la biyectividad entre N y P, siendo P el conjunto de 
los numeros pares positivos, es decir: P " w N, y por consiguiente tienen ei mismo 
numero cardinal. Puede escribirse c (P) = a, y se dice que el conjunto de los numeros 
naturales pares es equipotente a N, a pesar de ser una parte propia de N. 

Esta propiedad es caractenstica de todo conjunto infinito, en el sentido siguiente: 

“un conjunto es infinito si y solo si es eoordinable a una parte propia del mismo 1 '. 

A es infinito ** 3 X S. A / X *^A 


••••*«} 
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INDOCCiON COMPLEX A U: ‘ 

6.4. INDUCCION COMPLETA 

6.4.1. Concepto. 

HI principio de induccion completa proporciona un metodo de demostracion por 
recurrencia de vastas aplicaciones en matematica. No es constructive en el sen .do d 
generar propiedades; pero hace posible la demostracion de estas cuando son relativas 

conjunto de los numeros naturales. . . . 

A fin de tener una idea intuhivade dicho principio, consideremos el siguiente caso. 
supongamos alineado el conjunto de todos los alumnos de una escuela; se sabe ademas 
Je sfun alumno habla, entonces habla el siguiente. Interesa detemrmar oral es la 
condicion para asegurar que, en un memento dado, esten hablando todos losal “ s ' 
Es obvio que para que se de esa situacion es suficiente ver que el primero esta hablando. 
En este caso se trata de investigar la propiedad que podemos enunciar asi. to os os 
alumnos eSan hablando", y para asegurar su verdad se requieren las srgu.entes 

condiciones: * 

i )E 1 primer alumno habla. 

ii) Si un alumno habla. entonces habla el siguiente. 

Extendiendo ei caso a una propiedad P. reiativa al conjunto de los numeros 
naturales. queda asegurada la verdad de P para todo neN, si se venfican las dos 
condiciones anteriores. que se traducen en 

i )P(l)esV. 

ii ) Si P (h) es V, entonces P (h + 1) es V, 

Llegaremos a ia demostracion de este principio, ilamado de induccion completa, 
sob re la base del principio de buena ordenacion. que segun 3.9.7. admit* el s>gurente 
enunciado: "todo subconjunto no vacio de N tiene primer eiemento 

6.4.2. Teorema de induccion completa 

Si S es un subconjunto de N que satisface 
i ) 1 c S 

ii) h € S => h + 1 e N 

entonces S = N. , , . . . *. 

En otras palabras: "todo subconjunto de N que incluya al 1. y al siguiente de h 

siempre que incluya al h, es igual a N . 

Hipdtesis) S C N 
i ) 1 € S 

ii) heS =>^ + leS 

T es is) s = N i 

Demostracion) Es suficiente ver que N C S. y para esto basta probar 'qu e * 
subconjunto S’ de numeros naturales no pertenecientes a S es vac.o, o sea de acuerao 
con la definicion de inclusion es falso que haya algun natural que no pertenezea . 
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Suponemos que S’ # Por tratsrse de un subconjuiuo no vacio de N, dc .acuerdo 
con el principle de buena ordenacion, existe el elements minim o m e S’ (1). 

Por hipotesis, 1 € S, y como los elementos de S' no pcrtcncccn aS, esm#l. Por 
otra parte, siendo m natural y distinto de 1, se tiene 

m> 1 

y, en consecuencia m ~ 1 > 0. 

Como m-\<m, por ser m el mmimo de S\ result a m ~ \ c $ 

Ahora bien, de acuerdo con la hipotesis ii) 

m —■ I e S (m - i) + I e S m $ $ 

Esta propcsicion es contradictors con (1). Luego N C S, y como por hipotesis 
SCN, resultaS — N. 


6.4,3, Principio de induccion completa 

Sea P («) ma funcion proposicional. donde n e N. Si ocurre que P (1) es verdadera. 
y, ademas, de la verdad de P (h) se deduce la verdad de P (6 4- entonces P (n) es 
verdadera para todo n, 

Hipotesis) P(l)esV 

VA:P(A) => P(h + \) 

Tesis) V n : P(n) es V. 

Demostracion) 

El subconjunto S de nuirieros naturales para los cualcs P («) es verdadera, 
coniiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a h. Luego, por 
el teorema 6.4.2., S = N. Es decir, P («) es V para todo n € N. 

S'ota: 

La demostracion de una propiedad relativa a N por induccion completa, se realiza 
probando la verdad de las dos proposiciones de la hipotesis del teorema anterior. 
Ejemplo 6-3. 

Demostrarnos por induction completa: 

a) La sumade los n primeros numeros naturales es ' 11 . 

Es decir. % n € N se verifica 


$„ = i + 2 + ... + «= 44? f IL 

i ) Debemos probar que la propiedad se verifica para m = 1. En este case, la 
suma se reduce al primer tennino, y se tiene 

s. = i = _Lii±IL 
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ii) Demostrarnos la verdad de la implieacion de la hipotesis del principio de 
induccion completa, es decir, el siguiente teorema 


Hipotesis) 


S h = l + 2 + ...+/* — 


S^+1 ~l+2 + ...+h+(h + l) 


h (h + 1) 


(/* + !) (h+2 ) 


Demostracion) Temendo en cuenta la hipotesis inductiva, el primer miembro de la tesis 
se trasforma en 

h (h + 1) , ,, L * \ 

S h .| = 1 + 2 ■*-... + ft + (ft 4- l) = S h + (ft + 1) =-2- i ' ih •' * 1 

Reduciendo a comun denominador, y por distributividad 

ft (ft + l) + 2 (ft + 1) (/i 4- 1) (ft + 2) 

§h +1-2 ~ 2 

Resulta entonces la formula anterior, valida para todo numero natural n. 
De acuerdo con eila, la suma de los 10 primeros numeros naturales es 


b) Probaremos ahora 

1 i 1 j_ ., j. 1 _ n 

S n = j t + 2.3 + 3.4 + n(n + 1) n + 1 

= ___ -_L_ _ _L ^ —i— 


ii) Pfft)esV =»P(ft + l)esV 
Hipotesis) S h = 


. „ „ n-r 1 

Tesis) S h * 1 - h + + 

Demostracion) Procediendo como en el case anterior 


h\h~ Tl> t/in- S)<ft + 2) 


~ Sf > + (ft 4- l)(/i + 2) h + 1 + (ft 4-1) (ft+ 2) 

ft (ft + 2) + 1 _ ft 2 +2/i + l _ 

—(ft -h 1) C* + 2) (ft+1) (ft+ 2) 

(ft+lf k±l 

- >-MT(ft + 2) ft+2 
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6.5. EL SIMBOLO DE SUMATORIA 

6.5.1. Concepto, 

En muchas situaciones se prssenta la conveniencia de abreviar la notacion de una 
suma cuyos terminos admiten cierta ley de formacion. En este sentido es util la 
introduce ion del simbolo de sumatoria: 2 . 

Si af es un numero real que depende del mdice /, para indicar la sumaflj 4- a 2 4* a 3 

5 

4 - a 4 + a 5 escribimos 2 a ,% 

i=i 

n 

Si el mdice es variable desde 1 a la notacion 2 a t signifies la suma abreviada de 

i~l 

los n terminos i x 4- a 2 4 • • * + a n , y se lee: "sumatoria de con i variando desde 1 a 

n", 

£1 desarrollo de una sumatoria se obtiene asignando a i, cada uno de los sucesivos 
valores de su rango de variacion, y sumando los terminos asi obtenidos. Por ejempic 

£/ 2 as l 2 + 2 2 4- 3 2 + 4 2 

f'=i 

Ejemplo 6-4 . 

Desarrollar las siguientes sumatorias: 

a) £ = (-Q* + (~o 2 + (-n 3 + (- 1 ) 4 = 
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Aquf se tiene a x — a V L 

e) 2 ° 1 =L± 1 4- .. ■ + 1 = 100 
■=i 700 


nr ^L±L=i-+0-4_L 

0 jF=o k + 2 2 4 5 


Ejemplo 6-5. 

Expresar como sumatorias las siguientes sumas indicadas: 

5 

. . f . n « i n _ X' "> f 

tv ~ j “ * 


b)l +-3 + 5+ 7+ 9 + 11 = 2^ <2 i-1)= (2 t + 1) 


c) 1 + 8 + 27 + 64= 2 i 3 


3 4 .5 , 6 _ y / +1 

d)2 + 4+- + T + T-?=,"7^ 


6.5.2. Propiedades de !a sumatoria 


i ) 2 (di 4- bi) = 2 <Zj 4 2 bi 

En efecto, por definicion de sumatoria, conmutatividad y asociatividad de la mrna 
en R, se tiene 

£ (a, + />,) = (a, + bi) + (a 2 + * 2 ) + • • • + <a„ + b n ) - 

' =,(a, + a 2 + ... +a n )+(i>, +62 + ••• +£n)“ 

n n 

= 2 a,+ 2 b t 

i i = 1 

n n 

ii > 2 (a a<) = a 2 a t donde a es constante. 

1=1 - i=r ' 

Por definicion de sumatoria y distributividad resulta 

£ (a a,) = a a,+a a 2 + ... + aa„ = 

,_1 =a(a,+a 2 +...+a„)= a S a,- 

i= t 
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En terminos de sumatorias, las formulas demostradas en el ejemplo 6-3 se traducen 


i /--siiiJL 


b) ti f(i + l) w + 1 


Ejemplo 6-8, 

Demostrar pot induce ion completa 

T • 3 _ n 2 i H * 1 ) 2 

Si 4 

. a , i .4 „ i 2 .n + n 2 

i) n = l=»S i i =1 = 1 = —4 » 4 

y la formula es valida para n — l. 


ii) Hipotesis) 2^ r 3 


/i 2 (Jt 4- j ) 2 


Tesis) f*. 


t +1 (ft + l) 2 (ft + 2) 2 

Si ' 4 


Demostraeion) 


3 = T. i*3 4- fft 4- l l 3 s= h y + + (ft + l) 3 


h+1 h , . 

S ,* 3 =X i 3 + (ft + l) 3 = 

j=l (=1 


_ ft 2 (ft + l) 2 + 4 (ft 4* 1 ) 3 


= (ft + l) ; 


2 ft 2 +4 (ft + 1 ) 


=(ft + rr 


ft 2 +4A + 4 _ (ft + ir (ft + 2? 


Ejemplo 6-9. 

Demostrar que la sum a de los n primeros numeros naturaies impares, es n 2 
La expresion de un numero natural impar es del tipo (2 / - 1) con i e N. 
Entonces 


S n = 2 (2 i - 1)« 1 + 3 + 5 + .... + (2 n - 1) 

t = i 


siendo (2 n — 1) el n-simo numero impar. 
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i) »=i 

ii) Deinostramos 

s h ~h 2 =>s h+ ,=(/« + rr 

En efecto 

Sh+1 = Sh + (2 h + 1), donde (2 h + 1) es el numero impar de lugar (h + 1). 
Aplicando la hipotesis y efectuando operaciones 

Sh4 .,=/, 3 +( 2 fc + l ) = (fc + 1 > 1 



Vi- 2* = 2 + 2 s + ... + 2 h + 2 h * 1 = 

i-1 

= Sh + 2 h+1 = 2* +l — 2 + 2 h+1 
=» S&+i = 2 h * 1 + 2 h+1 — 2 


La reduccion de los dos primeros terminos conduce a 

Sh+ 1 = 2 . 2 h+l -2 

y por producto de potencias de igual base resulta 

e _ :? h + 2_2 

S h+1 “ 1 

como queriamos. 

Ejemplo 6-11. 

Demostrar que 


n>[^l + 


n J 


Vn>3 


INDUCCION COMPLETA 


175 





1 6 C00RDJNA8ILIUAD. INDUCTION ( OMPLCTA. COMBINATORSA 

For transitividad, de (3) y (4) results 

+ <h " 

6.6. LA FUNCION FACTORIAL 

6.6.1. Definicion 

Funcion fariorial es la aplicacion 

/: No — N delinida por 

f f (0) = 1 

< /(D-i 

[ / (ft + 1} = (ft + 1) ./ (ft) si ft > 1 

El simbolo caracteristico de la funcion factorial es !, en lugar de / y se escribe ft ! 
para indicar/jft). De este modo.lo anterior se traduce en 

fO! ?= 1. 

i 1! " 

l(h+l)\ =(/* + !). hi 

La expresicn h\ se lee “factorial de h ” o “ft factorial”. 

La funcion factorial* es no inyectiva* pues 0^ 1 y 0! = 1! 

o,6.2. Propiedad 

El factorial del numero natural n> 2 es igual al producto de los n primeros 
numeros naturales. 

n ! =1.2,3_. n = n . (n - 1) . (n - 2) ..... 3.2.1 

Lo demosttamos por induccion completa 

i ) Si n- 2* entonces por definicion se tiene 

V — 2 ; I i ~ 2 | 

ii)Hipotesis) ft! =1.2.3 .(ft- l).ft 

Tesis) (ft + 1)! =1.2.3 .ft. (ft + I> 

Demostracior) 

Aplicando al primer miembro de la tesis ia definicion de factorial, y la hipotesis 
inductiva, se uene 

(ft+ 1)! =(ft + 1) .ft! =(ft + t).ft .(ft - 1). 3.2.1 

con lo que el teorema queda demostrado. 
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Nota: '-■» 

Es claro que la funcion factorial no es sobreyectiva, pues existen naturales que no se 
identifican con el factorial de ninguno; tal es el caso de 7, que carecs de preimagen en 
Nc 

Por otra parte, para el calculo, es muy util tener en cuenta, de acuerdo con la 
definicion, que el factorial de un numero es igual al producto de dicho numero por el 
factorial del anterior. 

Asf, 7! = 7,6! - 7 .6.5! 

Ejemplo 6-12. 

Verificar la isualdad 


n 

{n 4-1)! 


in 4- 1 )■ 


En efecto 


1 _ 1 __ ft 4- 1 _ 1 _ 

(n + 1)! ~ («+l)w f / (w+1)! 

ji ±j __ 1 _ t±±±zl ~ n 

“ 1^ + b! in 4- 1)1 in 4- i )! (n + !)! 

6.7. NUMEROS COMBINATORIOS 

6 . 7 . 1 . Definicion 

Sean los enteros no negativos n y k, tales que nl&k. Llamamos numero combina¬ 
toric “?? sobre k'\ al simbolo f definido por 

V»U' 


/* „ X 

i;>ir 


(«-*>! 


Los elementos de un numero combinatorio se llaman numerador y denominador. 

4. .. C ? \ _ 21 L_ — 7.6.5.4! _ J . 6.5 _ ^ 

| ^ i - ‘Tr~4i 3! 4! 3.2.1 


Se presentan los sign lent es cases especiaies. 


fO'i = _3L_ 

V 0 J 0! 0! 

GO 

n! 

1! («- 

f”l nl -1 

VO J ~ 0! «! 

r» 

| = n! 

\ny 

t . n! 0! 

r« + n . (« + D! 

L n J n\ 1! 

= <” + , 1)M! — n 4 


n (n — 1)! 
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6*7.2. Propiedades de ios numeros combinatorios 

Si dos numeros combinatorios de igual numerador son tales que la suma de sus 
denominadores coincide con aquel, se llaman numeros combinatorics de ordenes 


complementarios, Por ejemplo( y ) ■ 


i ) Dos numeros combinatorios de ordenes complementarios son iguales 


( n ) =-— 

\k) Jclin- 


(' "A 


V .k J h\ (n - k)l (n - k)\ k\ Kn ~ks 
ii) La suma de dos numeros combinatorios no es, en general, un numero 


vale ia formula 


En efecto 


{n ~ D! 


'n-\ (n - IV 

k-l) + i k J- ! k) 


_ (n - !)• _ ( n - i)! 

(k - 1 )! f(n - 1 ) - (k - 1 )]! - ft! (n - 1 - ft)! 

(n- 1 )! 


(ft - 1 )! (tt-ft)! ft! (n-k- 1 )! 


ft in - 1 )! 


(n-k) jn- 1 )! 


ft (ft - 1)! (« - ft)! ft! (n - ft) (h - ft — ])! 

= * ( J1 Z 11 + <” ~ *) ( " ~ ill = 

ft! (« - ft)! ft! (n — ft)! 

ft(n-l)! +{/i -ft)(n ~ 1 )! _ (n - 1 )! (ft'+n-ft) 
ft! (n - ft)! ' ~~ ft! (n - ft)! 

ft! (« - ft)! “ ft! (n - ft)! \.kj 
Ejemplo 6-13. 

i ) Formamos el “triangulo" de Pascal 


CiJ Cl) 

CD (?) CD 
CD (?) CD CD. 
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Los elementos extremos de cada fila valen 1, y cada numero combinatoric restante 
de acuerdo con la propiedad ii ), es la suma de los dos que figuran sobre el. 

ii) Probar 


fm \ rm - rv r m - 2 \ f » ^ + ( n ~ x ) 

l n ) = (»-iJ + l»-i J + •■•u- \J + U-i; 


Es decir 


m '\ m -” +1 f m - i \ 

nj i=x . n - 1 



iii) Demostrar 

(n\_ n ( n — 1 ><« — 2) - ._. in -ft + i) 

Ud ft'- 

Aplicando la definicion y la nota que figura en 6.6. 1. tenemos 

'n ’ n\ _ «(«-!)(« - 2)... (/i -ft + Pin ~ ft)! 

L kj ~ft! (n - ft)! “ ft! (« - ft)! 

Despues de simplificar queda 

fn\_ " (» ~ 1 )(/i-2).. . </» - ft + 1 ) 

U; 'ft- 


6.8. POTENCIA DE UN BINOMIO 
6.8.1. Binomio de Newton 

Una aplicacion inmediata de los numeros combinatorios se presenta en el desarrollo 
de la potencia de un binomio, con exponente natural, conocido como formula del 
binomio de Newton, y esd dada por 
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+ by =(">" +(")«"' 1 + (") an ~ 2 62 + • • ■ 


Utilizando cl simbolo de sumatoria, se reduce a 




y la demostrarnos por induecion compieta. 


ii) Hipctesis 


ii s 1 (a 4* h) 1 ~a ^ h — a 1 h* a J b* 

= Q V b° +f ! M° b' 

\ QJ v i 


T '“' «+ «**'- s* 

fe~0 ~ & s 

Demostracior,} Aplicando la definicion de potenciacion y la hipotesis induetiva, se 
tiene 

{a + &) h + 1 = (fl + &) • (a + ^) h = 


■ (a •+■£) ) 


»■ 


Por distrifcutividad 




Pui 6.5.2 ii i intrcducimos a y " en eada sumatoria 




Efectuando operaciones 


- 6 ’*‘ + G>° ***' 
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Teniendo » eeent. que el indie, de 1. ™.o,ia ““""l 

en la segunda cambiamos k por / 

( „ +tr . »('•>- *♦ i( h k y-‘" *+ 


(e + »**‘ “(o)”"*' *" + t 

+iVC)*"'*'*' + ®“° 


i * = / + 1 v sustituyendo en 

Para reducir ambas sumatorias hacenios / 
la misnia sumatoria 

«i,(iy 




+ H ./''up + ‘ A i 

Como ! q o - ’ * \hJ \h + ls 
despues de sustituir y aplicar 6.5.2 i ), nos queda 


(.+«**■ *” + i, K) + G- JJ 1 

Teniendo en cuenta por 6 .7.2 it> M uc 

(h f ^ N | - ( h + 1 j resulta 

UJ + U-J v * ' 


(a + b) 1 


>..(» + II r* * 'V--' e* 


2 r: )•*-*" 4 * - 

\ 0 J * ' 


, h ■*- l 


Es decir 


, . h Jd*i , £ , . ,1 + r | a h "~ H b k 
{a + b) - “ =0 ' i ✓ 


como se queria* 

Ejemplo 6-14. 

Desarrollar (—x + 2y) s . 
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Aplicamos la formula demostrada 


l ~ x + 2y)S = Co) (_x > 5 (2 ^° + CD *> 4 (2 + (D (-*) 3 vy ) 2 + 

f La) ( ~ x)2 < 2 >') 3 + CD (-*)’ (2v) 4 + CD (~*)° (2y) s = 

= -jc 5 + 10 x* y - 40 x 3 y 2 + 80 / / — 80 jc / +32/ 


6.S 2. Obsemciones 

Sea 

<*+*)"=f 

*=ol*y 

i 3 EJ desarroilo de la poteneia w-sima de un binomio tiene n 4- 3 terminos. s^gun 

io indica la variacion de k, desde 0 hasta n. 

ii ) Cada termino del desarroilo tiene como coeficiente un niimero combinatorio 

de numerador igual al exponente del binomio, y el denominador es variable 
desde 0 hasta n, 

iiO El exponente de a es la diferencia entre el numerador y denominador, y el de 
b es igual al denominador, Es decir, la suma de ambos exponentes es iguai a 
n, para todos los terminos. 

iv) El termino de lugar h en el desarroilo, es 

T H=f. n V- h+ * b h ~ l 

\ n — \y 

v ) Los wnninos equidistantes de los extremes tienen iguai coeficiente. por ser 
numems combinatorics de ordenes complementarios. 

Ejemplo 6-/5. 

Dotenninar la suma del 4° y 6°- terminos de! desarroilo de 

(2a~a 2 f 




Tj + t 6 


Como 
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Ejemplo 6-18. 

Obtener el termino de grado 14 del desarrollo de' 

(x 3 -3x) 10 

El desarrollo admite 11 terminus y se trata de ubicar aquel en el cual el exponent 
de x sea M.Este termino ocupa un lugar h. a determinar basandose en la condicion 

anterior 


t _r io i 
VU-J 

, 10-h+t , , h ‘ 

(x J ) i-3x) 

-iW 

v/r — 1/ 

33-3 h h-i hi 

x 3) A* 

ft-t 

= (- 3) 


~14 ==> 2 h = 

18 => A = 9 


£s decir, el 9 9 termino tiene grado 14. 
Lo calculamos 


T 9 = (‘g 0 ) x 3 (—3x) 9 = —3 9 .10 x 14 


Ejemplo 6-19 

r i \ " 

Desarrollar j i + ~J 

Llegaremos a una expresion que se utdiza en la determinacion del ndmero *, en los 
cursos basicos de analisis. 

c>+ i) 1 + (") t + y + ("Xt) ,+ 

_ \ r \ \ n ~ l fn *\ f i \ B 
* +i " M — 1 + n H -- 1 

' ' 1 In - IA n J KnJK n J 

Despues de haber omitido las potencies de l. Operand© y utttzando la formula dei 

ejemplo 6-13 iii), tenemos 

r, x ii” , , _ i ■ n < w ~ \1 J, + 

1 1 + tJ = 1+X - H + 2! 1? 

+ » jn _l r+ + . »(n-l) ( n-2) ^ ■[« -L-j- + 

n{n- 1) (ft - 2) ... [ft - (ft - 1)1 J_ 


I 
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A partir del tereer termino dividimos cada factor del numerador por el factor n que 
figura en cada denominador 


- 1 + l 


4* . . . + 


, 1 n -\ ± JLzJ- ±zl..+ 

+ JT ■ 3! n n 

n - 1 n-2 n - (w - 2) + 


. (« - 1)! n n 

_i_ _n - 1 n - 2 n - (h - 1) 

n !’ n ' ft n 


Resulta 


0 + T) n=2 + 3 0-T)f5! 


+ • + lATv I. 1 " ii K l » -3 - l l 




/?! V n y v 


).(•-■§■)■-A AX-A) 


Ejemplo 6-29, 

Determinar x e R de modo que la suma de los terminos 3^ y 8^ del desarroUo de 

r I 9 

j 2 x 3 ~~ — I sea igual aO, 

X / 


Debe verificarse 


T 3 + T s = 0 


1 ? h2x 3 M- “ ) + I , ! (2x 3 )‘l - ~ ) *< 

Los nutneros combinatorics son iguaies y pueden carscelarse 


-.1 1 2 „6 _!_ 

. x * 1 . —5 ~ 2 x 7 


2’.x 19 — 2 1 . - = 0 


Multiplicando por 


2 s . x J0 - 1 = 0 




6.9. FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES INICIALES 

A fin de tratar el tema de la Combinatoria simple y cob repeticion desde un punto 
le vista funcional, proponemos algunos conceptos y propiedades relatives a funciones 
;uyos domimo y codormmo son conjuntos flnitos, no vacios y por consiguiente 
dentifkables, en cuanto a su cardinalidad, con intervaios naturales iniciales e I m . 

6.9.1. Aplicaciones inyectivas de I„ en l m (n < m) 

Sea el conjunto cuyos elementos son todas las aplicaciones inyectivas de l n en I m , y 
que de no tamos con 

In (I„ , I m ) = (f ■ In -*• I m //es inyectiva] 

Se necesita la restriccion rt < m r ya que en caso contrario habria dos elementos del 
iominio con la misma imagen en ei codominio, y ninguna aplicacion seria 1-1. 

El elemento 1 de I* puede aplicarse sobre cualquiera de los m elementos del 
codominio I m , es decir, existen m pqsibilidades para el 1 el„. Una vez asignada la 
-magen, para construir una funcion inyectiva, el 2el n admite (/« — 1) imagenes 
posibies en I m . Seleccionadas sendas imagenes para el 1 y el 2, se presentan (m — 2) 
posibilidades para la imagen de 3 e I„. Suponiendo hecha la seleccion de imagenes para 
1, 2. — I, el elemento «el n puede proyectarse sobre cualquiera de los 

m — in — 1) elementos restantes del codominio, y en consecuencia el numero total de 
ipikaciones inyectivas de I„ en I m es 

m. (m - 1). (m - 2) ... [m - (n - 1)] 


FUNCIONES ENTRE INTERVALOS NATURALES 


Es decir, el cardinal de I n (1„ , l m ) es igual al producto de n factores decrecientes er 
una unidad, a partir de m, 

Denotando tal numero cardinal con el simbolo V m> „, se tiene 

V m ,n = m . (m - 1) . (m - 2) ... (m - n + 1) (1) 

Multiplicands y dividimos el segundo miembro de esta expresion por 
(m — ri) (in — n 1).2.1 = {m — «)! 

v - m * ~ Q > im ~ -) ♦.. (m - n + 1) . (m - n)l 

Wm ' n ~ ' (m - n)\ 


v resulta 


(wi-n)! 


Demostraremos ahora esta formula por induccion sobre n. 

i ) Si n- 1, entonces el numero de funciones inyectivas de I* en l m es 
exactamente m , v se tiene 

m . (m - 1)! _ ml 

v m ., - rn- - m _ 1} , - (m __ 1 >! 


ii ) Probaremos que si la formula (2) vale para h, tambien es valida para h + 1. 
Hipotesis) v _ m * 

'm.h- 

V _ m ' _ 

Tesis) ~ [ m -(^4-l)j! 

Demostracion) Supongamos defmida una funcion inyectiva de l h en l m . Si 
extendemos e! dominio a I#**}, ei elemento agregado, h + 1, puede hacerse 
corresponder con cualquiera de los (m — h) elementos restantes del codominio. Es 
decir, cada funcion inyectiva de 1^ en i m origina (m — h) funciones inyectivas de i /1 + 1 
en I m> y en consecuencia se tiene 

V m ,h*i= v m<fl .(m-H) 

Usando la hipotesis induciiva llegamos a 

_ ml t k, _ Og " jO 2 

v m ,h +1 — ( m _ fry ■ \ ~ h) 9 ( m - h - 1)! \m — (h + 1)J1 


Ejemplo 6-2 L 

^Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con 1,2, 3,4? 

Cada numero pedido corresponde al conjunto imagen de una aplicacion inyectiva 
(ya que no pueden repetirse) de I 3 en l 4 . Es decir, existen tantos numeros de tres 
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cifras distintas elegidas entre 1, 2, 3 y 4 como funcianes inyectivas de f 3 en 1 4 , y 
resulta 

V 4j3 = 4.3.2 = 24 segun la formula (1) 

6.9.2. Relac6n de equivalencia en In (I n , I m ) (n < m) 

Definition 

Dos flnctones inyectivas de I„ en \ m son equivalentes si y solo si admiten e! 
mismc conjunto imagen 

f*~g ** I if) = 1 ig) 

Esta defiricion caracteriza una relation de equivalencia en In (!„. I m ), como puede 
verificarse ccn facilidad, 

De acuerco con el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia existe una 
partition dd conjunto de las aplicaciones inyectivas de I n en I m , en clases de 
equivalencia 

En el case del ejempio 6-21, las funciones 


/={|1 ,1),(2,3),(3,4)} y 

son equivalentes, ya que ambos conjuntos imagenes se identifican. A manera de ejem- 
plo nos proponemos exhibir la partition de in (I„, I m )con la siguiente simplification: 

Como tedas las funciones inyectivas admiten el mismo dominio I 3 es suficiente, 
para caracterizarlas, dar el conjunto ordenado de sus imagenes. Asi 

134 corresponde a/ 

314 corresponde a g 

Si considsramos como imagen a 213, se trata de la funcion inyectiva 

[o ,2),(2,1).(3,3)} 

Con este enteric, la pariicion de In (Ij . U) es 

123 124 134 234 

132 142 143 243 

213 214 314 324 

231 241 341 342 

312 412 413 423 

321 421 431 432 

En cada clase de equivalencia hay tantas funciones como aplicaciones inyectivas de 
I, en I 3 , es decir, 3.2 . 1 = 3! elementos. 

El numero de clases de equivalencia es naturalmente igual al numero total de 
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funciones inyectivas de I, en l 4 , dividido porel numero de elementos de cada clase, es 
decir 4 , 

XT^3)T _ 4! _ ( 4 1 

3! 3! (4-3)'. V3 J 

Si denotamos con C 4>3 el numero de clases de equivalencia se tiene 

e 4 . 3 =( 5)~ 4 

En general, el numero de clases de equivalencia detenninado por la relacton «I > en 
e| conjunto de las funciones inyectivas de !„ en l m , esta dado por 

c - i m i 
^ m,« n , 

En efecto, sea V m „ el numero de funciones inyectivas de l„ en \ m , donde esta 
definida la relation de equivalencia (1). En'cada clase de equivalencia hay tantas 
funciones como aplicaciones inyectivas de I„ en I,.las que son. ademas. sobreyectivas. 
es decir, biyeetivas, Este numero es. precisamente 

V n.n = J/J_ „)< ~ " 

El numero de clases es, entonces 


n ! (m - n)\ \.n j 


6.9.3. Funciones estrictamente crecientes de S„ en l m 

Definicion 

f: j n _»i m es estrictamente creciente si y solo si 

x <y =>/(x)</(v) 

La funcion /'del parrafo anterior es estrictamente creciente. pero g no lo es. 
Volviemlo al ejempio propuesto en 6.9.2.. si eleganos un unico elemento en caua 
clase de equivalencia. se lo puede tomar como representante de uiaia clase. u 

natural esta dada por la funcion estrictamente creciente que tigura en cada das,, y sc 

tiene 

123 124 134 234 

El numero de clases de equivalencia esta dado por el numero de 
estrictamente crecientes de 1 3 en l 4 . Realizando esta tdenuf.cac.on de cbm .da 
equivalencia con funciones estrictamente crecientes. podemos deer que extsten tantas 
clases como subconjuntos de 3 elementos pueden extraerse de I 4 . 
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Ejemplo 6-22. 

< Cuantas comisiones de 3 personas pueden formarse con 4 personas? Rotulando a 
las cuatro personas con 1,2,3 y 4, las selecciones 

123 132 213 231 312 321 


eorresponden a la misma comision (se supone que no hay distincion de jerarquias), y la 
selecdon natural es 123, Esta corresponde a una funcion estrictamente creciente de I 3 
en I 4 , y en consecuencia el numero total de comisiones es 



4,3^2 
3.2.1 


/ fempio 6-22. 

.Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con las cifras 1,2 y 3? 

A la iuz de io que hemos visto en el ejemplo 6*21, se tienen tantos numeros como 
funciones inyectivas de I 3 en I 3 , las cuales son, ademas, biyectivas, 

Entonces dicho numero es 

V 3 , 3 =3! = 6 

6*9,4. Funciones de l n en I m 

Sean n y m numeros naturales cualesquiera. Se presents el problems de de terminal 
el numero de funciones de l„ en I m . 

Es daro que. degida una de las m posibilidades para la eleccion de la imager. de 
i e l n . para el 2 tambien se presentan m, ya que no hay restricciones de inyectividad. 
•"* numero total de tales funciones, que denotamos con V’ m es m . m, , . m - m n . 

* —v-—' 

n 

Demostramos. por induccion sobre n , la formula = m n . 

i ) Si n = 3, entonces se tienen m funciones de Ij en ! m , es decir 

V m | = m=m i , con lo que la formula es valida en este caso. 

ii) Supongamos que se verifica para n = h, es decir = m h . Debemos 

probarque V' m /, + 1 = m h + 1 . 

Sea una funcion de I h en I m ; si el dominio es ahora I h+i , entonces ei elemento 
h 4- 1 puede aplicarse sobre cualquiera de ios m eiementos del codominio. Podemos 
decir que cada aplicacion de l h en I m caracteriza m funciones de \ h+l en I m , y el 
m mere de estas es 

+ i ~ m * Vm % h 

Apiicando la hipotesis y la definition de potenciacion, se tiene 
VmA+i -m. m h = m h + l 


FUNCIONES CRECH NTI S 


191 


Ejemplo 6-24. 

^Cuantos numeros de tres cifras pueden formarse con 1, 2, 3 y 4? 

Como no hay restricciones en cuanto a que las cifras deban ser diferentes, los 
numeros 134, 143, 112, 222, etc., figuran entre ios pedidos. Cada uno de ellos puede 
considerarse como el conjunto ordenado de las imagenes de una funcion de l 3 en I 4 . 
En consecuencia existen tantos numeros de tres cifras formados con 1, 2, 3 y 4 como 
funciones de I 3 en I 4 , es decir 

V 4> 3 - 4 3 = 64. 

6.9.3. Funciones crecientes de l n en I m 
Sean n y m numeros naturales cualesquiera. 

Definition 

La funcion/: J n -+I m es creciente si y solo si 

x<y f (x)<f (y) 

Ejemplo 6-25 . 

i ) Las imagenes de todas las funciones crecientes de 1 3 en i 4 son 


111 122 133 144 

112 123 134 

113 124 

114 


222 233 244 333 344 444 

223 234 334 

224 


Hemos seguido una ley de formation a partir de 13, 12,13, 14, 22, etcetera, 
ii ) Las funciones crecientes de I 3 en 1 2 tienen las imagenes 

111 122 222 
112 

Llamando C mn al numero de funciones crecientes de l n en I m , se tiene, para los 
casos anteriores 

Q, 3 =20 C’ 2f3 =4 

Observamos que el numero de funciones crecientes de I m en I„ se identifica con el 
numero de funciones estrictamente crecientes de en 1„, ya que 


CVa = ^4+3-1,3 — ^6,3 
^ = ^ 2 + 3 - 1 , 3 ” ^ 4,3 


6.5.4 
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Teorema El numero de funciones crecientes de I n en I m es igual al de funciones 
estrictamente crecientes de l n en I m+ri -1- 
Tesis) C = C m 4 . n .j 

Demostracion) Sean A el conjunto de todas las funciones crecientes de l n en I Mf y B el 
conjunto de las funciones* estrictamente crecientes de l n en I m+n -i* Nuestro 
proposito es probar que c (A) = c (B), es decir, que A y B son coordinates. Para esto 
es suficiente ver que existe una aplicacion biyectiva de A en B. 

Para definii tal aplicacion hay que asignar a cada funcion de A una untea fur,cion en 
B. 

Sea ] € A. La imagers de j es 

fi i . . . ./(«) 

tal que pars todo / = 1,2 ,..., n se verifies 1 </ 0") ^ m (1 
A expenses de f t definimosg : l n Im+n—j mediante las asignaciones 


\g{l >«/(l> 
i g (2) =/(2) + 1 
(2)<| g(3)=/(3) + 2 


\^g (n)-f(n) + (/? - 1) 

De esie medo, los valores extremes que puede tomarg son, de acuerdo con (J) i y 

m + n - 1. Ademas, teniendo en cuenta (1) y la defmicion de g , se veriftca 
fe A => f(\) </(2) , y como 0 < 1, sumando resulta 
/(l) + 0</(2) + l . 


Luego 

g(\)<g(2). 

Procediendo analogamente vale la proposicion 

l</(0</(2)+l</(3) + 2< ... </(«)+(«“ \)<m + n~l 
Es decir 

1 <g(\)<g(2)<g(2)< .. <g(n)<rn + n - 1 
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l^a asignacion propuesta en (2) pennite definir la aplicacion 

F : A **> B tal que F (/) - g 

Falta probar que F es biyectiva. Para ello estudiamos 

i ) Inyeetividad de F. Sean /y /* en A, tales que F (f) = F (fles decir, tales que 
g s= g\ Esto signified que los conjuntos 

(/(l) ,/(2) + 1 , ... . ,/(*) +0*- 0} 

(f (1) ,/'(2) + i , -. . J’(") + " 0} 


son iguales. y en consecuencia/ (i) (0 eualquiera que sea t = K — • • ? - • 

Resulta entonces f-- fi y por lo tan to, F es inyectiva 
ii) Sobreyectividad de F. Sea £6 B. 

Entonces g : I n es estrictamente creciente, y se tiene 

1 <S(D<*(2)<*(3)<.. ,'<g(n)<m + «- 1 

Ahora bien. ,<2)>*<1) -*<2)-*<l)>0 - g(2)-f( l» 1- 9 * todo 

numero natural es mayor o igual que 1. Resulta g (l)<g(2) 1, y procediendo 

analogamente tenemos 

<*(3)-2 

Esta situation permite definir la funcion /: I„ -»-I m , creciente, con la asignacion 

f({)=g(i)-(i~ 1) 

Entonces, eualquiera que sea g e B. existe / e A tal que F (/ ) = g. 

Las partes i ) y ii) prueban que F es biyectiva, es decir, A ~B, y en terminos de 
numeros cardinales vale la formula 


fm +»• 

Cm.n “ C m -e r, — 1 — ^ 


) 


Ejemplo 6-26. * 

4 l)e cuantas maneras pueden entrar 4 aiumnos en 3 aulas, si no se hace distincion 

de personas' 1 ^ _ _ ,. 

Rotulemos a los alumnos con: 1,2,3, y 4, y las aulas con: i, « y j. Es claro quo 

una distribution de las cuatro personas en las tres aulas esta asociada a una funcion de 
j en t ; por no haber distincion de personas, el hechode que entren dos personas en 
el auia Y. una en el aula 2 y otra en el aula 3 esta dado por una funcion cuya imagen es 
eualquiera de las siguientes: 


1123 

3121 

3211, etc. 
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T~| | 2 | | 3 | 

t\. t I 

1 '2 3 4 

Ai no haber distincion, e&tas distribuciones de cuatro alumnos en tres aulas son la 
nu ma. De ellas elegimos natyralmente la que define a una funcion creciente de I 4 en 

I , • i-ir i 123. 

■ua distribution disarm poc ejemplo, 1113, que signifies: ties alumnos 
-.■svraron en el aula 1 y el euarto en el aula 3, 

f>e mode que existen tantas distribuciones posibles de 4 personas en 3 aulas, sin 
.ii. t tficion de las personas, como funciones crecientes de i 4 en 1 3> es decir 


6.9.6. Aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de l m en l m 
Sean los numeros naturales m, m v , m 2 ,...»tales que 

n 

m~ m x + m 2 4-... 4- m n = Z m t (1) 

i= 1 

Asociada a la descomposicion (I), queda especificada la siguiente partition de l m en 
imervalos naturales cerrados 

l m = [1 , m x \ 4 * [m l 4 1 ,m x 4 m 2 ] 4 [m x 4 m 2 +1 , m x 4- m 2 4* m 3 ] 4 ... 4 
ffe- 1 1 

+ 2 W,-+1,« (3) 

L*-l J 

donde el signo 4 denota una union disjunta, 
i ) Definition 

La funcion/: ! m es estrictamente creciente por trazos, respecto de la 

‘ particion ( 2 ), si y solo si es estrictamente creciente su restriccion a cada 
subconjunto de la particion. 

t empio 6-27. 

En eorrespondencia con la descomposicion 9 = 2 4 4 4 3 se tiene la siguiente 
funcion estrictamente creciente por trazos de I 9 en I 9 . 



Sc tiene aqm la particion I 9 - [ i , 2 ] 4 - [ 3 , 6 ] 4* [7 ,9], es dear 
I 9 ={l ,2}+{3,4,5,6} + |7,8,9) 

Y ia restriccion de/a cada elemento de la particion es estrictamente creciente. 
Ejemplo 6-28l 

Determinamos ei numero de aplicaciones estrictamente crecientes por trazos de I 7 
en I 7 . respecto de la particion de I 7 asociada a la descomposicion 7~* 3 4 4. e 
acuerdo con la definition, la restriccion de cada una de las funciones a los 
subconjuntos I 3 e 1 4 debe ser estrictamente creciente. 

Se sabe que el numero ije aplicaciones estrictamente crecientes de I, en I, es 



Ademas, es claro que cada funcion estrictamente creciente de I 3 eff I 7 define 
univocamente una funcion estrictamente creciente de 4. 5. 6 . 7 en I 7 . Por ejemplo, a 
g : 1 3 -*I 7 esta defmida por 

f(l) = 2 g(2)~ 5 g( 3 ) = 7 

queda detenninada h :{ 4,5.6.7 } -+I 7 estrictamente creciente y unica, a saber 
h (4) = 1 h (5) = 3 h ( 6 ) = 4 h (7) = 6 
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F.n consecuencia, el nuniero de aplicaciones estrictamente crecientcs poi trazos de 
1 7 en 1 7 es el de funciones estrictamente crecientes de I 3 en l 7 ,que denotamos 
median te 


P 3.4 rn _ji_ 

i V3 J 3! 4! 


En el caso del ejemplo 6-27, tal nuniero es 


U ) Propiedad Ei numero de aplicaciones estrictamente crecientes per trazos 
de I m en I m , re spec to de la particion ( 2 ), esta dado per 

Ulpfflj.__ ^ _ 

m : ' ... m n \ 

Para cada m fijo hacemos induccion sobre el numero n de elementos de la particion 

de l m . _ . , . 

a ) Si n = i, entonces la particion tiene como unico elemento l m , y !a unica tunc ion 

estrictamente ereciente de l m en l m !o es estrictamente creciente P or trazos. es decir 


f 1 ' = 1 = 


ml _ ml 

ml ” 


ya que m-m x 


b) Suponemos que la formula es valida para n = h, y demostramos su vahdez para 

n ~ h f L ^ 

Cada funcion estrictamente creciente por trazos de en S1 mism0 

detemiina C m , Wh+1 funciones estrictamente crecientes por trazos de l m en l m , 

respecto de la particion asociada a la descomposicion 


Entonces 


m~ m x + m 2 + ... + m h-> 


/«i-w.. m h * % _ p m * .m 8h 


Aplicando fa hipotesis inductiva. sc tiene 


+ 1 = __ mi __ 

“m will/n 2 !. . . mC m *i ♦ i )• 


Es decir 


pW|.w 3 . m h + i = , 


mil m 2 \. rrih + 1 • 
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Ejemplo 6-29. i 

iCuantos numeros distintos pueden formarse permutando las cifras del numero 

"c.dfndm.io q« cesulte de in*,**!,, ks clfa. * 1 ( 22233 “ fl™ 
aplicaci&n ea.H—e ereeiem. p.r tail de I, « U , V T*™***™^ , P “ 
ejemplo, el numero 133221323 determina la aplicacton de I 9 en I 9 , asouada 
particion correspondiente a la descomposicion 9 — 2 + 3 

/( 1)=1 /(2) = 6 A3) = 4 /W= 5 /(5) — 8 

/'<6> = 2 /<7) = 3 /(8) = 7 /(9)-9 

La rnanera de determinarla es ia siguiente: a cada elemento del domimo te 
a s , s n„„™ iniagen. Kip.c.o de la panic,™ dada. el lu g ». ,»e ™ *• 

“S—e a tod, talon .M. «<*»« P« l«o, Ita Co de la 
pardcidn Jeco.responde an name,. ,« „ dedaee del dado, in.ereambi.ndo las eta. 

Asi. si/: 1 9 ->4 e s tal que ^ 

/(1) =2 / (2) = 9 /(3) — 5 /(4) = 6 AS)-* 

/( 6 ) = 1 / (7)= 3 f(8) - 4 /(9) = 8 

y pedidos es igual al de funciones estrictamen- 

te crecientes por trazos de 1 9 en I„ respecto de la pameton dada, de 


'll 41 


9. 8 .7. 6 .5 , 4! 

T72 - 1 • 2 .3 . 4! 


= 9 .4.7.5 = 1260 


6.10. COMBINATORIA SIMPLE Y CON REPETICION 
6.10.1, Concepto 

ciertos sufcconmntos de nmmo Los etob!e n,as que se 

p«»n«« del .ipo de funcidn ,ae pueda d.«»o«„ie en ,elac»« .on e, 

problema. y son los seis que se tratan a contmuacion. . 

6.10.2. Variaciones simples de m elementos de orden n.(n<m) 

Definition * p , 

Variaciones simples de m elementos de orden n. o variaciones «-anas 
elementos, son todas las funciones inyectivas de 1 „ en l,„. 
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( .mu.) todas las funciones inyectivas de I„ en \ m tienen el mismo dominio I„, 
cuakjuier variacion simple queda determinada por las segundas componentes de los 
y 02 denados correspondientes a la funcion. Desde este punto de vista, toda 
v r*•;■■■*ion M-aria de m elementos es un subconjunto ordenado de n elementos de I m , Es 
ctaro que la inyectividad exige que no se repitan elementos en la imagen, es decir, dos 
variaciones simples son distintas si difieren en algun elemento, o bien, si constan de los 
m ism os, dehen diferir en el orden. 

De acuerdo con 6,9,1su numero esta dado por la formula 


’ m, rt 


ml 

(m ~ n)\ 


h !C\3. Permutaciones de n elementos - 

V ft melon * 

Permutaciones de n elementos son todas las funciones biyectivas de I n en 

f omo toda funcion biyectiva de I„ en es inyectiva, se tiene un caso particular de 
var\idones simples, donde m ~ n. 

Teniendo en cuenta el conjunto imagen, cada permutacion de n elementos es un 
con-unto estrictamente ordenado de l n . Su numero, de acuerdo con 6.9,1., esta dado 
por la formula 

n ,' rt\ n\ 

P„ = V,. „ S= ~-rr - -rr- = n\ 

n un (n — n)\ 0! 

U decir permutaciones de n elementos se debe entender que son simples, en el 
sesuido de que no hay repeticion, por la inyectividad. 

6.10.4, Combinaciones simples de m elementos de orden n. («<m) 

Definition * 

Combinaciones simples de m elementos de orden n, o combinaciones tf-arias de 
m elementos, son todas las aplicaciones estrictamente crecientes de en l m . 

Una tal apiicacion estrictamente creciente identifica un subconjunto de n elementos 
de l m , de modo unieo. A1 mismo concepto puede Hegarse en virtud de la relacion de 
equi\aler.cia deftnida en el conjunto de las funciones inyectivas de en I m , de - 
acuerdo con 6.9,2. 

El numero de combinaciones simples esta dado por 
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6.10.5. Variaciones con repeticion de m elementos de orden n 
Definition X 

Variaciones con repeticion de m elementos de orden n son todas las funciones de 

Hn’ este 'caso no existen restricciones de n respecto de m. ldentificando cada 
variacion con repeticion con el correspondent conjunto ordenado de las imagenes, 
ocurre que cada una es una n-upla de elementos de I,„. Su numero esta dado, de acuer- 
do con 6.9.4 , pot 


6.10.6. Combinaciones con repeticion de m elementos de orden n. 

Definkion 

Combinaciones con repeticion de m elementos de orden «. son todas las tuncio- 
nes crecientes de l„ en l m . 

En este caso. my n son numeros naturales cualesquiera. 

De acuerdo con 6.9,5., su numero esta dado por la formula 

fm 4 * n — 1 \ 

C — C = I 1 

m, n jti J “ rt — i ,rt . ft 


6.10.7. Permutaciones con repeticion 

En muchas situaciones. los elementos de un conjunto estan clasificados en tipos. 
digamos. por eiemplo. un conjunto de 9 libros. entre los cuales hay * de algebra .3 de 
aeometn'a y 4 de filosofia. En cada caso se supone que son del mismo autor, edicion, 
etc., es decir. indistinguibles. Un problema de interes consiste en la determination de 
las distintas maneras segun las cuales pueden ordenaise dtchos libros en un estante. 

Una ordenacion posible es GAFAFGFFG. Es claro que si se permutan entre si 
dos libros de filosofia. el otdenamiento es el mismo. Una distnbucion distinta e os 
libros en el estante puede lograrse si se permutan libros de distmto tipo Ahora bien 
rotulamos los libros asignando el 1 a los de algebra, el 2 a los de geometria y el 3 a los 
de filosofia. la ordenacion propuesta es 

213132332 

El problema consiste en determinar cuantos numeros pueden obtenerse intercam- 
biando las cifras de! propuesto, lo que se identifica con el numero de aphcac.ones 
estrictamente crecientes por trazos de I, en l 9 , respecto de la particion asoc.ada a la 
descomposicion ‘>=2 + 3+4. Tales aplicaciones se Haman permutaciones 
repeticion de 9 elementos, entre los cuales hay 2 del tipo A. 3 del tipo G y 4 P 
F. 
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Definicion >; 

Permuta.iones con repeticion de m elementos, entre los cuales hay m, del tipo 

A f (/= 1,2 .w) t siendo/n = m, + «i* +... +m n (l)son todas las aplica- 

clones estrictamente crecientes por trazos de I m en l m , asociadas a laparticton 
de l m ccrrespondiente a la descomposicidn (1), 

Segun 6.9.6 ii ), su numero es 

_w,.m a .....m n ... !Sl. _____ _ 

*m 

Ejemplo 6-30 

Seis persoias viajan en un vehiculo que tiene 10 paradas. o 0e cuantas manera* 
pueden bajarsi en los siguientes cases? 

i ) Si a o sumo baja una persona por parada. 
ii) Sin estricciones. 

En ambos easos. considerar la situacion con distincion y sin distincion de personas. 

OhservamR aue cada distribucion de las 6 personas en las 10 paradas define una 
funcion de I s en I 10 . Asi, 122279 indica esta situacion: una persona desciende en la 
primera parada, tres en la segunda, una en la septima y una en la novena, 
i ) A Icsumo baja una persona por parada. 

Significa cue personas distintas bajan en paradas distintas, y, si se hace distincion 
de personas, listribuciones como 134679 y 371496 son diferentes. Cada distribucion 
de las 6 personas en las 10 paradas, con distincion de personas, define una funcion 
inyectiva de « en I, 0 y, en consecuencia, el numero total es el de vanaciones simples 
de 10 elementos de orden 6 

Vio ,6 = 10.9.8.7.6.5 

Si no se hace distincion de personas, las distribuciones 134679 y 371496 
corresponder a la misma situacion y se selecciona la que esta asociada a una funcion 
estrictamente creciente de I 6 en I l0 En consecuencia. si no se hace distincion de 
personas, ha: tantas distribuciones como combinaciones simples de 10 elementos de 
orden 6. es dicir 

¥* 0,6 

C io ,6 = 6! 

ii) Sinrestricciones. 

En este ctso puede bajarse mas de una persona por parada, y, si se hace distincion 
de personas, cada distribucion define una funcion de I 6 en I x0 : es claro que se trata de 
las variacioms con repeticion de 10 elementos de orden 6, y su numero es 

Vjo, 6 = 10 6 
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, iono 7 Q v 721229 corresponden a situaciones 

diferentes ZZZ re h,L™ n^e p.re.i d=f«» ie mLn, dixnbucion, » re 
JT,C«=nde . un, funcion creciente de 1. en I,. El numero.tot,» =,.e 
2' lei de combinaciones con repeticion de lOelementos de onto 6, es dec, 



Ejemplo 6-31 

En consecuencia, cada par de vertices determina una 



"EmreTms rec. <*».» to Mo. y to d*~to. En conrecnenci,. el 
numero de diagonales esta dado por 




Ejemplo 6-32. 

t cuantas maneras pueden alineatse *0 persona^, 

juntas? 

Una posible formacion de ias 10 personas es 


*a x a 2 a 3 a s . .. a lQ 


ellas han 




Si no se especificaran condiciones, el mimero total seria el de funcionesbiyectivas 
^ si: S^Sn^Podemos suponer que las tres primeras permanecen 
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junta*. y en primera instancia pueden considerate cornoun solo objeto,con lo que el 
numero total se reduce a 8, y se tienen P 8 arreglos distintos. Ahora bien, en cada uno 
de e$tos, las tres personas que estan juntas puederi pennutarse entre sf, originando P 3 
alineaciones dife rentes. Entonces el numero total es 

P 8 - Pa = 8! 3! 

Ejemplo 6-33. 

En una urna hay 5 bolillas blancas y 6 boiillas negras numeradas. Se extraen 
muestras de tamano 7. ^Cuantas de tales muestras pueden extraerse? t ;En cuantas de 
eU4> riguran exactamente 3 bolillas blancas? 



i \ El experimento consiste en extraer al azar 7 bolillas de la urna, sin reposicion. 
Es dear, se extraen una por una v no se reintegran hasta completar las siete. 
Dos muestras como 


b ! b 2 n 2 n 3 /? 4 n 5 n b b 3 n 3 b 3 n 6 n 4 n 5 b 2 b x 

son la misma, y existen tantas como subconjuntos de 7 elementos pueden 
formarse con 11 dados, es decir 



11 . 10.9.8 
4.3 2 . 1 


- 330 


ii 1 Consideremos ahora las 330 muestras aleatorias de tamano 7 que pueden 
obtenerse. Estamos interesados en saber cuantas de tales muestras contienen 
exactamente 3 bolillas blancas. 


Hay C s 3 man eras de elegir 3 bolillas blancas entre las 5 que existen. Por cada una 
de estas posibilidades se presentan C 6 A maneras de seleccionar 4 bolillas negras entie 
las 6 que hav. En eonsecuencia, el numero total de muestras que tienen exactamente 3 
bolillas blancas es 
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Ejemplo 6-34 . 

Hay tres tipos de medallas: 3 de oro, 2 de plata y 4 de eobre. ;De cuantas maneras 
pueden distribuirse entre 9 personas, si a cada persona le corresponde una y solo una? 

Cada distribution de las 9 medallas entre las 9 personas define una aplieacion 
estrictarnente creciente por trazos de I 9 en I 9 , respecto de la particion asociada a la 
descomposicion 9 = 3 + 2 + 4. Se trata, entonces, de las permutaciones con repetition 
de 9 elementos. entre los cuales hay 3 del tipo 0. 2 del tipo P y 4 del tipo C , y su 
numero es 


Ejemplo 6-35. 

,;Cudntos terminus tiene un polinomio com pie to v homogeneo de grado - cor o 
variables? 

Sean estas x { x 2 v a* 3 . Como el polinomio es homogeneo, tod os tos termmos ion 
de grado 2. Ahora bien, cada funeion creciente de \ z en i 5 determina uno de los 
terminus del polinomio. >a que las imageries x ,.r 3 y x y x x eotresponden al mismo 
term in o, v se considera la que es creciente. ^ 

El numero total es el de combinaciones con repetition de 3 elementos de order: _. 

es decir 

= r . _ 4.3 ^ 6 

^ 3.2 ~ ^3 + 2 - 1,2 ~ ^ 4,2 2 


El polinomio puede escribirse 

Pt.v,..v : . \r.,) = a„ x\ + a 22 x\ + a n x] + a u x, ,v 2 + a i3 x , ,v 3 + a 23 x 2 x. 
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S D “X‘,U=-p.c.0 del piomedio PS 0, e.d.C, 


6-38. Demostrar que 


t (*,-*)= 0 

i -1 


rs xO’-fi *!+ 2 ** 


6-J9. Sabiendo que x i, x%, * ^ * -** 0 son ta ^ es ^ 

g x 2 = 100 y * = ~20 ? calcular 
i=i * 

2 (x i ~2) 1 
i=i 1 

Demostrar 

i) 2n!-(«~D(«- ! ) ,= " !+( "" 1)! 

... n _ 1 _—— 

11 ) (n + 1)! «'• ( n + 1 > ! 

6-41. Hallarx sabiendo que 1 f 1 ^ 

\_ 3 ?-xJ V2x-2J 
6-42. DesanoUar las siguientes potencias 

ii) (VF+\/y) 4 

0-45. i ) Sabiendo que g + <? = 1 < calcular 

irt /’ 11 U i* 

t j;; ip ’ ~ *' 

ii ) Calcular 2 Q «*(! J ^ (t) j w 

6-14 Hallar la suma de los terminos 52 y 72 del desarrollo de (— 2 x + x l ) ^ 

<r45. Determinar x sabiendo que el termino central del desarrollo de(* + —J vale 
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6-46. Seal — 2x + — I . Determinarx sabiendo que T 3 4- T 6 - G, 

C I A 10 

6-4 7 Hallar e] term inn de grade 5 dal desarrollo de l^x 2 — 

C 1 A 15 

6-48 Hallar los terminos de grado natural del desarrollo de [x 4- ^r *J 

6 49, ^De euantas maneras se pueden colocar 12 libros en un estante, si tres de ellos 
deben estar juntos?’ 

~0, t ,De euantas maneras se pueden alinear 10 personas, sabiendo que dos de ellas no 
pueden estar juntas? 

**->!. Caieular la sum a de tod os los numeros de 4 cifras no repet id os que pueden 
form arse con 1,2.3 y 4. 

>52 r.Cuantas distribuciones circulates pueden formarse con 6 personas 1 

>53. Ocho pantos del piano son tales que 3 cuaiesquiera no estan alineados. salvo 4 de 
ellos que si io estan ^Cuantas rectas determinan? 

>54. ^Cuantas comisiones de 6 personas pueden formarse con 8 varones y 9 mujeres, 
sabiendo que a! menos un varon Integra cada comisiorU 

6-55. ;De euantas maneras se pueden distribuir 100 boteilas de leche entre 10 
eomereios? 

6-56. u Cuantos numeros de tres cifras distintas pueden formarse con 0. 1, 2, 3 ,4 y 5 4> 

>57. ^Cuamos numeros de tres cifras pueden formarse con 0, h 2, 3.4 y 5? 

6-58. De un mazo de naipes franceses (52 cartas) se extraen cinco cartas sin reposicion. 
i,De euantas maneras pueden obtenerse exactamente dos ases? 

6-59. Entre 36 cartas hay 4 ases. Se retiran tres cartas sin reposicion. ^Cuantas 
colecciones de tres cartas contienen exactamente 2 ases? 

o~60. ^,En euantas numeros de k cifras elegidas al azar entre i, 2, 3. .... 9, aparece 
exactamente 4 veces el numero 1? (k > 4) 

6-61. Se consideran n personas alineadas al azar. 0 En euantos, de dichos arreglos, hay 
exactamente k personas entre dos determinadas' 1 

0-62. ^,Cuantos pohgonos determinan 10 puntos del piano, sabiendo que 3 cuaiesquie¬ 
ra no estan alineados? 

ij He euantas maneras pueden alinearse 5 varones y 5 mujeres de modo que 
aparezean alternados? 

0-64, ^Cuantas >uplas pueden formarse con los numeros 1, 2 y 3? 

^En euantas aparece exactamente k veces el 1? 
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6-65. Determinar el mimero de pronosticos posibles que corresponden a una fecha dc 
los 13 partidos del juego llamado Prode. En cada partido puede apostarse a local 
empate o visitante. ( ',Cuantos de tales pronosticos tienen k aciertos? 

6-66. Demostrar que todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es nume¬ 
rable. 

6-67. Demostrar que la union de un mimero fmito de conjuntos numerables y 
disjuntos dos a dos es numerable. 

6-68. Doce alumnos cursan una asignatura que se dicta en 4 horarios distintos. J>e 
euantas maneras pueden distnbuirse los 12 alumnos en los 4 horanos 7 
iCuantas distribuciones determinan el mismo mimero de estudiantes en los 4 
horarios? 

6-69. Una persona apuesta 10 S en una earrera en la que inteivienen 5 eaballos. 
^Cuantas apuestas distintas puede hacer si cada vale cuesta 2 S . 

6-70 Para formar un compuesto se dispone de 6 sustancias del tipo A y de 8 del trpo 
B. El compuesto requiere 3 del primer tipo y 4 del segundo. <De euantas mane- 
ras puede realizaxse la experiencia en los siguientes casos? 

i ) Sin resmcciones. 

ii ) Una sustancia determinada del tipo A debe ser incluida. 
iii) Dos sustancias determinadas del tipo B no pueden incluirse. 
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SISTEMAS AXIOMATICOS 


7.1. INTRODUCTION 

E! desarrollo k la matematica actual es principalmente abstracto y se teato. en 
, ran p ar te por 3i via de los sistemas axiomaticos, cuyo concepto se expondra e 
aresente' capitul#. Este punto de vista representa el avance 

cienttfico, entroica los cases particulates y concretes en smiactones gene ale^cte las 
cuales aquellos a derivan, y esencialtnente permite conocer mejor lo que antes ^ ab 
de un mode fogmentario. Como ejemplo de sistema axtomauco se de^rrolto ^ 
algebra de Book y una introduction al sistema axiomatico de Peano que conduc 
££ deln»«~ natural. Fitutlmente * pretent.n las * 

monoide y semigrupo. 

7.2. SISTEMAS AXIOMATICOS 

7.2.1. Coneepte 

Un sistema atiomatico, en matematica, consiste en los siguientes objetos: 

i ) ter mints primitivos constituidos por elementos, conjumos o relauones. 

cuya mturaleza no queda especificada de antemano. 
ii ) axioms, que son funciones propos,donates cuan.ificadas, rdativas a >as 

variables que reptesentan a los terminos primitives; es deer, son P'op.edades 
a las cue deben satisfacer dichos terminos primitivos. Los axtomas defin 
imphatamente a estos. 

Hi) definidones de todos los terminos no primitivos. 

iv) teorems, es decir, propiedades que se deducen de los axiomas. 

Anexada al sistema axiomatico se admite la logica bivalente, con cuyas leyes es 

posible demostar los teoremas'de la teoria. 

Cuando se sastituyen las variables o terminos primitivos por sigmficados concret , 
se tiene una interpretation del sistema axiomatico; si esta interpretacion es a q 
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2U'i> 

A „ Aar oc f»«tnnces se tiene un modelo de) 

— - L e "d"oTd .bmacto « d — « 

Sr;“S°d., y n*d» hay ,»* 

Ejemplo 7-1. 

Consideramos el siguiente sistema axiomatico. r de n„ida en A. es decir, 

i ) terminos primitivos. bn eonjunto A, y 

No „ ftpLta .Jut cud e. d conjunio ui * >• ^ib». ' 

n) axiomas: 

X R es re fie viva en A 
\j R es antisimetrica en A 

A, : R es transitiva en A . „ relacion de orden 

Los tres axiomas pueden resumirse en el siguiente. R es una re.au.n 

amplio en A. , 

uil definition: en A se considera la relacion S. tal que 

i a,b)eS (b .&)eR 

iv) teoremas. Demostramos la siguiente proptedad relat.va a S; 

5 es reflexiva en A. 

Vr.aeA =>(a.a)eR P°r Ai 
(a, a) eR ^ (a. a) eS por iii) 

Entonces, por la ley del silogismo hipotetico, resulta 

V a : « e A =*(a , a) e S V ® n “"^^estra qvw S es antisimetrica y transitiva en A. 
Con procedimiento se Jmuestra que^ en A 

Esto significa que la relacion 5. mvemde K, TnTZema axiomatico: 

Dam os las siguientes mterpretaci P y R es la relacion de “menor o 

»>Si a « .1 eonjunto detie »u™» * . w „ r o i8 u.r. 

se verifican A,. A : *y A, La-e.auono 

^tiencunm^elodd^axK^tca ^ ^ y y « e s la relauon dc 

— CZ losaxiomas * se tiene otto modelo de. sistema. 

7.2.2. Propiedades de los sistemas axiomaticos 

No toda coleccion arbitraria denose derive 
estos caracteriza un sistema axiomatico. Es orooiedad de compatibilidad o no 

ninguna contradiction, es decir, e e CUt ^ p ^ d desarroUo del sistema aparecen dos 

S^ole^^So.. enttmees c, d.ten.n «« **— 
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te. La compatibilidad es eventuaimente imposible de probar, ya que habria que agotar 
todos Ios teoremas de la teoria y comprobar su no contradiction. La compatibilidad de 
un sis tenia axiomatico puede probarse indirectamente exhibiendo un modelo. 

Otras propiedades son aconsejables en todo sistema axiomatico, aunque no 
necesarias, Sin entrar en detalles, mencionamos las siguientes: independence del 
sistema, en el sentido de que ningun axioma pueda probarse a expensas de ios demas. 

La no independence de un axioma no niega la consistency del sistema. Sea un 
axioma A t de un sistema compatible. Diremcs que A t - es independiente si y solo si el 
sistema que se deduce del dado sustituyendo a A,- por su negation, es compatible. 

Si un sistema axiomatico compatible es tal, que de sus axiomas se deduce la 
verdad o ia talsedad de todo enunciado relative a la icoua, entonces se dice que es 
complete o saturado. 

Por otra parte, si dos modelos eualesquiera de un sistema son isomorfos respecto 
de las relaciones y operaciones definidas en los m ism os, entonces se dice que dieho 
sistema es categorico. Se demuestra que la categoricidad de un sistema implica ia 
saturation del mismo. 


7.3, ALGEBRA D E ggOLE 

7 .3.1. Concepto 

E! sistema axiomatico que conduce al algebra de Boole consists en 

i ) temimos primitives son: un conjunto B ¥= <t> y dos funciones que se 

denotan con + y . 

ii ) axiomas 

B} : + y . son dos leyes de composition interna en B. 

B 2 : + y . son conmutativas. 

B 3 : + y . son asociativas. 

B 4 : + y . son distributivas, cada una respecto de la otra. 

B s : Existen neutros en B, respecto de + y de . que se denotan con 0 y 1, 
respectivamente. 

B 6 : Todo element© a e B admite un complementary a\ tai que 
a +a f = l y a, a* = 0 


Ejemplo 7-2. 

Los siguientes son modelos del algebra de Boole: 

Si U es un conjunto, entonces el conjunto P (U), de las partes de U, con la union 
e intersection, constituve un modelo de algebra de Boole, siendo el conjunto $ y el 


mismo U los neutros para dichas operaciones. Ademas, todo subconjunto de U admite 
un complementary que satisface B 6 , 

b)Si B -|T , 2 . 3 , 5,6 , 10 , 15 , 3o}=|* e N lx | 3o) , + = v denotael 
minimo comun multiple, y . — a significa el maximo comun divisor, entonces resulta 
otro modelo de algebra de Boole, donde los neutros son, respectivamente, 1 y 30. 

7.3.2. Dualidad en el algebra de Boole 

Se llama proposition dual eorrespondiente a una proposition del algebra de Boole, a 
i la que se deduce de ella intercambiando los signos de las operaciones + y . , y sus 
ele memos neutros 0 > 1. 

\ Asi. los duales de los seis axiomas relatives a la operacion + son los sets 

\ correspondientes de la segunda operacion. 

El principle de dualidad establece que el dual de un teoiema del algebra de Boole es 
tambien un teorema del mismo sistema axiomatico. * 

7.3.3, Propiedades del algebra de Boole 

Sea (B , + , .) un algebra de Boole. Demostramos los siguientes teoremas, : 
l) Idempotencia 


■ En efecto 

aeB =*> a. a— a 



aeB 1 = a 

por B s 


=> a. (a + a*) ~a 

por B 6 


=> a . a 4* a . a’ — a 

por 

i 

} 

=> a . a + 0 = a 

por B 6 

i 

** a . a = a 

por B 5 

| Por el principle de dualidad se tiene 


j 

* D jeB 

ID# 4* l = 1 



! En efecto,por B 6 , B 3 

, I’ y B 6 tenemos 


Por dualidad resulta 

a 4- 1 = a + (a + a*) — 

-a -Va - 1 

(a 4- a) 4* a 

S III) Ley involutiva. 

II') a . 0 = 

- 0 


aeB => (a*)’ = a 
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aplicandosucesivamente B s , B 6 , B 2 , B 4 , B,, B 6 , B 6 , B 4 , B 6 y B 5 resulta 

(a’)' = (a’)’ + 0 = (a’)’ + (P • «’) = 

= (a’)’ + (a’ . a) = [(o’)’ + a') . [{a')' + a) = 

= \a' + (V)’].[c + (a’)’] = l • l a + = 

= (a + a’). (a + (a‘)'l = « + l a ’ ■ ( a ’) 1 = 

= 04 - 0=3 


IV) Lev le De Morgan 


(a + b V —a & 


Considetemos 


0 sea 


(a+b).ia\ = + &)= s 

= [(<T. £’). a] + [(tf*. “ 

= [{£>\ a ").«] + [(a*. * b\ — 

~[b\ (a\a)]^[a\ (b\ b)] = 

= (fc f . 0) + (a’. o> = 0 + 0 = 0 

(a + &) . (tf’ * b*) = 0 (1) 


Analogsmente. se liega a 
De ( 1 ) y < 2 ) resulta 

La form dual es 


(a + b) + (a*- b’) - 1 
(a + 2>)’ = a\ 6’ 


IV* i. ««2, 6f K + b 


( 2 ) 


7.4. SISTEMA AXIOMATICO DE PEANO 
7 . 4 . 1 , Teona de Peano 

El sistema axiomatic o de Peano es esencialmeme ordinal, y define al conjunto de 
los numeros naturales algebrizado con las operaciones de ad.c.on y mulnpl.cac.on, 
salvo isomorfismos. Consiste en 
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i )terminos primitives: 

un objeto, que se denota con 1 
un conjunto N $ 

una funcion, llamada “siguiente” o “sucesor”, que se simboliza con k V\ 

ii) axiomas 

A| : el objeto 1 es un elemento de N, es decir 

I eN 

A 2 : la funcion ‘siguiente” es una aplicacion invectiva de N en N - <j 1 ■. 

$ : N -► N -( I \ es M 

Este axioma establece 

a) todo elemento de N tiene un sucesor y solo uno. 

b) el 1 no es sucesor de ningun elemento de N. 

c) si dos elementos de N tienen el mismo sucesor. entonces son iguales. 

A 3 : Principio de induction completa. Si S es un subconjunto de N que 
contiene al 1, y al siguiente de h siempre que contenga a /i, entonces S = N. 
Es decir, si S C N es tal que satisface 

leS 

he S => s (h) e S , entonces S = N 

Coincide con 6.4.2., y puede expresarse, de acuerdo con 6,4,3. de la siguiente 
manera: si P es una propiedad relativa a los elementos de N que satisface 
i ) P (1) es V 

ii) P [h) es V =* P (s {h}) es V, entonces P («) es V para todo n e N. 

iii) definiciones 

I) deadicion 

a) a 4- 1 = s (a) cualquiera que sea a G N. 

b) a + s (b) = s (a + b) cualesquiera que sean a y b en N, 

* 

II) Je multiplication 

a) a ... \ = a para todo a € N, 

b) a . s kb) - a . b + a cualesquiera que sean a v b en N. 

El sistema axiomatico se completa con otitis definiciones y teoremas, de los cuales 
demostraremos algunos a manera de ejemplos. 

Interesa ver que las definiciones propuestas en 1) y II) caracterizan leyes de 
composicion interna en N. Lo veriftcamos en el caso de la adicion, para lo cual hay que 
proDar, de acuerdo con ia definition de ley interna, que ia suma de dos elementos 
cualesquieia de N es un unico elemento de N, es decir 

ae N a «eN + « esta univocamente 
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determinado en N, para todo neN. 

En efecto, si S es el subconjimto de N formado por ios elementos n para los cuales 
existe y es unico# + n, se tiene 

i ) n = 1 => a + 1 = s (a) por I a) y por A 2 , esta univocamente determinado, es 

decir, 1 e S. 

ii ) Hipotesis) he S. 

Tesis) s (h) e $. 

Demostracion) 

he S => a + h esta univocamente determinado por la deflnicion de S. 

For A 2 y por la deflnicion I b), s (a + h) = a 4- s (h) esta univocamente 
determinado, y en consecuencia s (h) e S. 

Luego. S = N, y por comiguiente, la adicion definida en I) es una lev de 
composicion interna en N. 

Con criterio analog© puede probane que II) satisface la defmicion de lev de 
composicion interna. 

De acuerdo con lo demostrado, si denotamos 

2 = s 11) 3 = s (2), etc., para efectuar 3 + 2, procedemos asf: 

3 + 2-3 + s<l) = s<3 + I) = s<s{3)) = s{4)=5 
teniendo en cuenta ia deflnicion de 2,1 b), 1 a), la deflnicion de 4, y la deflnicion de 5. 

Ejemplo 7-3. 

Si consideramos las sucesiones 

10,11 ,12, 13 ...... 

1,1/3, 1/9, 1/27 .... 

vemos que satisfacen los axiomas de Peano, pero si los algebrizamos de acuerdo con su 
teoria, se tiene 

11 + 10 = 12 
1/3 + 1 = 1/9 

siendo estos resultados distintos de los de la aritmeiica ordinaria. Se tienen, asf, dos 
modelos del sistema axiomatieo, los cuales son isomorfos aN=|l , 2 , 3 ,... j . En 
ultima instancia son dos representaciones distintas de N. 

7,4.2. Propiedades 

Demostramos los siguientes teoremas de la teoria de Peano. 

l.La funcian sucesor es sobreyectira. En otras palabras. todo numero natural 
distinto de 1 es el siguiente de otro. 
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Hay que probar que la imagen de la funcion sucesor es el conjunto N — (j 
Sea S el conjunto de las imagenes de los elementos de N. 

i ) 2 = s (1) pertenece a S. 

ii) Si h e S, entonces s (h) e S. En efecto: 

heS => he N s(/ 2 )eS 

2. La adicion es asociativa en N 

ia 4 - b) + n — a + (b + n ). 

Demostracion) 

i ) n = 1 ia + b) + | - $ ia + b) = 

~a + sib)-a +{h + 1) 

Por I b) y I a) 

ii) (a + b) + h - a + (b + h) => (a + + s (/*) = a + [5 + s (A)] 

En efecto 

(a + 6) + s (h) =5 [(a + 6) + A] = 

= 5 [tf + (6 + A)] = a + s (6 + h) — 

= # + s (/ 1 )) 

Por I b). hipotesis y I b). 

3. /.a adicion es conmutativa en N. 

Lo demostramos en dos situactones: 

I) n + I = 1 + n 

i ) => 1 + 1 = 1 + 1 

ii) h + 1 = l + h => s (h) + 1 » 1 + s (/ 1 ) 

En efecto 

1 + s(/*) = 1 +(h + !) = (! + /*) + 1= 

— s(6) + 1 

Aplicando la deflnicion 1 a), la asociatividad y l a). 

II) a + n — n + <z 

i ) n — 1 =>a+l = l+tf por I) 

ii) <? + 6 = /1 + j a + s (h) = s (/i) + a 
Demostracion) 

a + s (/i) = a + (h + 1) = (a + /z) + 1 = 

= (/i +a)+ 1 =/i +(a + 1) = 

= /i + (l +a)-(/i+ i )+0 = i(ft)+* 
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En virtud 4e I a), asociatividad, hipotesis, asociatividad, i ), asociatividad y 1 a). 

4. El 1 es neutro para la multiplication , es decir ; n . 1-1 . n = n. 

En efecto, 

i ) n ~ 1 =>11 = 1.1 — 1 

ii) h A ~- \ Ji s (h) . 1 — 1 . $ (h) 

Sea 

s (h ). i = s (70 = /* + 1 = 

= 1 . s i/0 

Se ban utilkado 11 a), la hipotesis y II b), 

5. La muliplicacion es distributiva respecto de la adicion , 

Se trata dt prebar que cualquiera que sea n e N 

(a + b) n = a, n + &. n 

i ) n - 1 => ( a + 5). 1 = a 4* b ~ a. 1 + b . 1 
poili a) 

ii) (atb) ,h~a. h+b . h => (a+ b)s (h) = a, s {h) + b . s(h) 

En efecto 

(a + b) . s (h) = (a + b ). h + (a + 6) = 

= (#. h + 6 . «) 4- (a -f 6) — (a . h A a) + (& . h *4- &) = 

= a. $</i) + 6. s(/0 

donde hemos aplicado II b), la hipotesis, conmutatividad y asociatividad de 
la adicion, y II b). 

6 , La muliplicackon es asociativa . 

la . 6). n = a ib, n) 

i I n “i (a . bp . ! = a,b-a, %b . !) 

de acuerdo con II a). 

ii) (a b) .h- a. (b. h) (a. b). s(h)=a. [b. s(h)\ 

Sea 

(a. i).s(A) = (a. i>).A +(a. b) = 

= a. (b. h) + a. b —a. (b. h + b) = 

= a.[b.s(h)] 

pot aplicacion de II b). la hipotesis, distributividad y II b). 
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7.4.3. Otra forma equivalente de la teorfa de Peano 

En el conjunto N no figura como elem'ento el 0. Peano mismo lo introdujo en otra 
version de su sistema axiomatico, y muchos autores prefieren incluirlo. En este caso no 
se modifican los axiomas esencialmente, salvo que el 1 se sustituye por el simbolo 0. 
Sin embargo, hay que cambiar las definiciones de adicion y multiplicacion, las cuales 
adoptan las siguientes expresiones: 

!) Adicion 


H) Multiplicacion 


En este caso se define 1 = s (0) 

Ejemplo 7-4. 

Demostrar 


a) 

a + o = a 

h) 

a+s (b) = s (a + b) 

a) 

a . 0 = 0 

b) 

a . s (b) = a. b + a 

5(0). 

* 

. r <= 1 


Hacemos induccion sobre n. 

i ) n — 1 =* a . 1 = a = 2 a 

i~ l 

ii ) Hipotesis) a. h ~ 2^ a 


Tests) 

Demostracion) 

For definieion II b) 


a. (h + 1)= a 


a , ih + 11 - a h 


For hipotesis 


a. (h + 1) = 2 a +a 


Por propiedad de la sumatoria 


h+ 1 

a.(/i + l)= 2 a 
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i)c este niodo qucda demostrada la expresion habitual de producto de un numero 
natural a. por n c N, que se da como definicion en la escuela secundaria. 

Ejemplo 7-5. 

Se define la potenciacion en N, mediante 

a) a 1 — a 

b) <f (5) = a b .a 

Demostramos las siguientes propiedades por induccion compieta. 

I i Distributividad respecto del producto. 

(a. bT=a n .b il 

i ) n = 1 => {a . b) 1 - a . b ~a l . b l 
por la definicion a) 

ii) (*. b? =a h . b h => {a. bf h > = *■<*> - b s < h > 

Por definicion b), hipotesis inductiva, conmutatividad y asociatividad del 
producto, y nuevamente por definicion b), results: 

(a . b) Hh) ~ (a .b) h Aa.b)-a h .b h .a.b- 
= a h .a. b h .b=a sih} ,h sih} 

Ih Regia del producto de potential de igltal base 

a m . a n =a m " n 

Hacemos induccion sobre n 

i ) 1 => a m .a 1 -a m ,a = a Hm) = a™* 1 

por las definiciones a) y b). 

u } a m ,a h =a m+h ^ a m . a * ih) = a m * sih) 

En efecto. si aplicamos sucesivamente la definicion b), asociatividad del 
producto, la hipotesis y las definiciones b) de potenciacion y adicion, resulta 

a m . a sih) =c m ( a h . a) = (a m .a h ).a = 

_ +h a __ +s{h ) 

Ejemplo 7-6. 

En N se define la reiacion de menor, mediante 

a<b 3xgN jb=a+x (1) 

Demostramos las siguientes propiedades: 

1) Todo numero natural es menor que su sucesor, es decir 

n < s (n) 
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i) n - 1 => s (1) = 1 + 1 1 <s(l) 

por las definiciones a) de adicion, y (1). 

ii ) h < s (h) =» h 4* 1 < s (h 4- 1) 

En efecto 

s(h + 1) = s (1 +/!)= 1 +s(/0 = 
= 1 + (h + 1 ) = (h + 1 ) + 1 

Entonces, por (l) 

h + 1 <s(h+ 1) 


111) La reiacion dc me nor es transitiva 

a < b y b<c =* a <e 

En efecto, por i 1) 

a < b y b < c =* * 

=> 3 x , y e N / b ~a + x a c ~ b -rv => 
=> c ~ (a 4- x) +y =»r = a + (x + v) ** 

=> a <c 


•IV) Leyes de monotonia 

a) a <b =>a±c<b+c 

b) a < b * c < if =* a +1 < t? + £f 


Demostramos a) 

a <b =*3.reN/6=a4-.Y =* 

=> b+c = (a + c) + x b + c<a + c 
La parte b) queda como ejercicio. 


7,5, ESTRUCTURA DE MONOIDE 

7,5.1. Concepto de estructura algebraica 

En su forma mas simple, una estructura algebraica es un objeto matematico 
consistente en un conjunto no vacio v una reiacion o ley de composicion interna 
defmidas en el. En situaeiones mas complicadas puede definirse mas de una ley de 
composicion interna en el conjunto. v tambien leyes de composicion extemas. Segun 
sean las propiedades que deban satisfacer dichas leyes de composicion, se tienen los 
distintos tipos de estnicturas algebraicas, que son, exactamente, sistemas axiomaticos. 
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7.5.2. Estructura de monoide 

No existe un critcrio uniforme en cuanto a la definicion de monoide. Claude 
Chevalley, er Fundamental Concepts of Algebra, lo introduce como un conjunto 
dotado de ina ley de composieion interna, asociativa y con elemento neutro. 
Adoptamos h definicion que expone Enzo R. Gentile, en Estmcturas algebraicas, 
nionografia 3 de la O.E.A., en la que se exigen menos condiciones. 

Definicion 

Ei par M , «). donde M * $, y * es una funcion, es un monoide si y so!o si * es 

una leyde composieion interna en M. 

En este sstema axiomatico los terminos primitivos son M y *. y ei unieo axioms 
establece que * es una funcion de M 2 en M. 

Son moddos de monoides ios conjuntos N, Z, Q, R y C, con la adicion ordinaria de 

numeros. ., . , 

En cambfo, el pat (N, -) no es un monoide, ya que la sustraccion no es ley de 

composieion interna en N. 

EI par (N *), donde * esta definida mediante 

a * b- rnax fa , b) tiene estructura de monoide. 


7.6. ESTRUCTURA DE SEM1GRUPO 

Definicion 

El par (A. *), donde A =£ 0 y * es una funcion, es un semigrupo si y solo si * es 
ley imerna y asociativa en A. 

En otras ?alabras, un semigrupo es un monoide asociativo. 

En particular, si la ley de composieion es conmutativa, entonces el semigrupo se 

ilama corurutativo: y si existe elemento neutro. se dice que el semigrupo tiene untdad, 

E!e*ementcneutrosueieUamaiseidentidad. 

Ei par (ft . +) es un semigrupo conmutativo, sin neutro. En cambio .. riene 

elemento mutro 0. 

El objet«> (N , .) es un semigrupo conmutativo. con elemento neutro o identida 
igual a 1 . 

Ejempio 7-7, 

Sea (M ,*) un monoide. Se definen los elementos identidad (o neutro) a izquierda o 
derecha, mediante 

i ) e k M es identidad a izquierda V a: a€ M e*a=a 

ii) e : M es identidad a derecha V : a e M => a * e ~a 

Es claro que los elementos de identidad, si existen, lo son respecto de *. 
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Demostrar que si e' y e” son identidades a i/quierda y a derecha del monoide, 
entonces e* = e”. 


e” ~e * e” = e* 


Por ser e' neutro a izquierda, ye" neutro a derecha. 

Si un monoide tiene identidad a izquierda y a derecha, se dice que tiene 

identidad. , A 

El monoide (Z. ■-) tiene solo identidad a derecha, y es 0. pues 


W x - v eZ ~x - 0 = X 


Ejempio 7-8. 

Sean A =£ <p. v A a el conjunto de todas las funciones de A en A. es dear 

aA =(///: A-a} 

Entonces. si denota la composieion de funciones. el par (A 4 . es un 
semigrupo con elemento neutro o identidad. En efecto 

A, :fe A a a geA A -/' A-A a g : A-A = A -A 

A A 

Es decir, la composieion es ley interna en A . 

A 2 : asociatividad 

/, g, h € A a =» (h o g) o /= h o (g of) 

ya que la composieion de funciones es asociativa. 

A 3 : Neutro es i'a € A A , ya que 

U ° f = f 0 iA = / cualquiera que sea / e A A . 


Ejempio 7-9, , 

Sea «M, *) un monoide con neutro o identidad e € M 
Por definicion 

i ) a x e M es inverso a izqu'erda de a e M, respecto de siy solo si 

a, *a = e 

ii) e M es inverso a detecha de a e M, respecto de *, si y solo si 

a* a 2 ~e 

iii) fl'es inverso de a respecto de *, si y solo si lo es a izquierda y a derecha, es 
decir 

a f *a=a*a’-e 
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I n este case, se dice que a e M es un eleinento inversible del monoide. 
Sea el monoide definido porla siguiente tabla: 


* 

abed 

a 

a a a a 

b 

abed 

c 

b c d c 

d 

c d b b 


De la observation de la tabla surge que el neutro es b. 
De terminant os los inverses: 


cieniciiius inverses a izquierda 

a derecha 

inversos 

a c 

_ 

_ 

b b 

b 

b 

c d 

a 

_ 

<* d 

c 

d 


TRABAJO PRACTICO VII 


7-10. Sea un sistema axiomatico compatible, con los axiomas A u A 2 ,... t A n . Por 
definition, el axioma A* es independiente si y solo si el sistema cuyos axiomas 
son Aj, A 2 ,..., Aj„ |, ^A,% . .. , A n , es compatible. 

Demostrar la independence de los tres axiomas del ejempio 7*1. 

7-1L Se considera e! siguiente sistema axiomatico 
i ) terminos primitives: A 0 y R C A 2 ' 

ii) axiomas 

Ai '-a^b ** {a, b)eR v ( b,a)eR 
A 2 : (a , b) e R =* a^b 
A 3 : (a , b) € R a (b , c) e R => (a , c) e R 
A 4 : c (A) = 4 

Demostrar 

I. (a,b)eR =*{b,a)flR 

H. x^a a Xrtb a (a,b)eR => (a f x)€ R *(x, b) €R 
7-12 . Sea (B,+ ,.)un algebra de Boole. Demostrar 

I. l’ = 0 a 0* = 1 

II. El complementario de a e B, es unico. 

III. a + (a. b) ~ a* a a . (a + b) = a 

7-13. Demostrar que en N no existe neutro para la adicion, es decir 
aeN a b eN =* a + b^a 

7-14 . Demostrar en N 

a =£b ^a + n^b+n 

7-15. Demostrar que la multiplication es conmutativa en N en las siguientes etapas: 

i ) n. 1 = 1 .n 

ii ) $ (b ). n ~ b . n + n 

iii) a . n — n . a 
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7-76. DemostarenN 

i ) i<b =» a.c<h . c 

ii) j<b a c<d =» a.c<b. d 

iii) <.6 = 1 => a = 1 A 6 = 1 

7-/7. Verifiear si (M . *)es un monoide en los siguiemcs casos 
i ) M = N 

a*b—a~b 

ii ) M = Z 

a * b — a ~ b 

iii) M = R 2xJ 

A* B = A-2.B 

7-18. Demostrar que en todo semigrupo se verifica 

i ) (a • b)* c * d —a *(b * c)* d — a * b * (c * d) 

ii ] a m *a n =a m+n 

siendta m = a * a * y ■* a y meN 7 weN 
m 


7 .19. Sean (A , *> un semigrupo y <t> * S C A. For def.n.cion (S , *> « un 
sub-semiarupo de (A , *) si y solo si (S . *> es un semigrupo. 

Demcstrar que la intersection de toda familia de sub-sem.grupos ue A. es un 

sub-s«migrupo de A. 


7W Sean (A *) un semigrupo y S una parte no vac fa de A. La intersection de tod os 
• los si sjgtupos que contienen a S se llama sub-semigrupo generado porS.y 


io denotamos por 



dome cada S* es un sub-semigrupo que cuntiene a :v 
a, entonees se dice que A esta gent f ado P i,? 
Vertficar. para (N , +) y (Z , +) 
i) S ~ \ 5 ~N 

^ s 


ii) s = ( l, -i j * s = z 


Capitulo 8 


ESTRUCTURA DE GRUPO 


8.1. LNTRODUCCION 

J to subgtupos, grcpos fmito. g~pos ridta., to homomo,.,, 
mos de grupos y el concepto de grupo cociente. 

8.2. EL CONCEPTO DE GRUPO 
8 2 1. Definicion de grupo 

inverso respecto de *. * 

En forma sirnboiicsL se tiene 

Definition 

( G . *) es un grupo si y solo si se vcriftean los axiomas 
G, * :G 2 -G 

G 2 . Asociatividad 

V a V 6 V c : a, b , c e G =* (a * b) * c = a * (6 * c) 

G j . Existencia de elemento neutro o identidad 

3 eeG/Va:aeG => a * e = e * a =a 
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De modo andlogo se prueba que es inverso a izquierda, 

< r* . * es conmutativa. ya que 

a* b-a + 6.4- 3~b+a+3=b*a 
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de acuerdo con (I) y con la conmutatividad de la suma ordinaria en Z. 

Ejemplo 8-2. 

i ) Las siguientes interpretaciones constituyen modelos de grupos abelianos: 

(Z.+MQ.+MR.+),(C,+) 
como la operaeion es la suma, se llaman grupos aditivos. 

ii ) En cambio no son modelos las interpretaciones 

(N, +) pues no existen neutro en N, ni inverso de cada elemento. 

(N 0 , +) ya que si bien existe neutro 0, los detnas elementos carecen de 
inverso aditivo, 

(Q , .) no veriftca G 4 » porque 0 carece de inverse multiplicative, 

(R ,. ) por la misma razon. 
iii) Son grupos 

(Q-{0}..) y (R-{o},.> 

Ejemplo 8-3. 

Sean A ^ y T (A) el conjunto de todas las funciones biyectivas de A en A, es 
decir 

T (A) =<j /: A A / / es biyectiva 

Entonces (T (A) ! <=)esun grupo, donde “o'* es la composicion de aplicaciones. 

En efecto 

G i . La composicion de aplicaciones es ley interna en T (A), pues 
/ a gel (A) => go f el (A) 

ya que la composicion de aplicaciones biyectivas de A en A es una funcion biyectiva de 
A en A, segun 4.6,5. 

G 2 La composicion de funciones en T (A) es asociativa 

h ,g . fe T (A) =► h o (g o /) = (h o g) of 
por lo demostrado en 4,6.2. 

G 3 . La funcion i A e T (A) es neutro para la composicion. 

La funcion identidad en A, definida en 4.5.2. mediante 

i A (x) - x para todo x e A, 

es neutro a izquierda y a derecha, ya que es biyectiva de A en A,es decir, es un elemento 
de T (A), y satisface 

/ o r A — i A o f —f cualquiera que sea fe T (A) 
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como es facil verificar usando la definiclon de composicion y de funciones iguales. 

G 4 . Todo elemento de T (A) admite mverso respecto de la composicion. 

Si / e T (A), entonces es una funcion biyectiva de A en A, y admite inversa / , por 

4.7.2. II, la cua'es tambien biyectiva deAenA.es decir.un elemento e ( ). 

El grupo (T(A),«) se llama grupo de las transformaciones de A. 

8.2.2. Cuestioaes de notacion 

Sea (G . *) un grupo. . 

i ) Si la lev de composicion es aditiva. suale denotaise con el signo +. y si a e c.. 

entorces su inverso aditivo suele Uamarse opuesto y se indica a - a. 

ii) Si la lev * es multiplicative se la indica con el inverso multiplicative de 
cada elemento a se escribe a = a ]1 y se dice que es el reciproco de a. 

iii) En ocasiones, al referimos al grupo (G , *), cometiendo un abuse de lenguaje, 
diremos el grupo G, sobreentendiendo la referencia a la ley de composicion 

interna. 


8.3. PROPIEDADES DE LOS GRUPOS 

8.3.1. Unicidad del neutro y del inverso 

De acuerdo con lo demostrado en 5.3.5. y 5.3.6.. el elemento neutro es unico y el 
inverso de cada elemento es unico. 

8.3.2. Regularidad 

Los elementos de todo grupo son regulates, 

Hipotesis) (G, *) es grupo 

a*b ~a * e 

b * ii “ C * a 

Tests) b — c 
Demostrado s) 

Por hipotesis 

a * b ” u * c 

Componiendo a izquierda con a\ inverse de a 

a' * (a * b) = a * * * c) 

Por asociatividad 


(a* * a) * b = (a* * fl) * c 
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Por G 4 

e*b~e *c 

PorGj b = c 

p “* "*• ta “ 

grupo, 

8.3.3. Ecuaciones en un gmpo 

Sea (G . •) un grupo. Entonces. cada un de las ecuaciones 

**"c^SoIndo, miembros de pvm.raecuacibn .Wuieida«.»•.« tt. 

b'*{b *x)~b' *a 

Por G* 

[b’*b)*x = b , *a 

Por G 4 

e* x = b’ * a 

PorG 3 x =b’*a 

u unicidad de la solucion se debe a la unicidad del inveno. y id I,echo de ,u, • «. 

““Sots anflo”,o consideiandusegunda ecacion. 

En particular, se presentan estos casos: 

i > Si el gropb as aditivo, la ecuacion x*b~a se traduce 

X b ” & 

»•- ?,.4 ^ h ac invert de b 

po, 

entre los mismos, y se escribe 

Vlncniando es.e lesul.ado con la ecuacion p.opuesla. queda juslificad. !• 
de Idinilnosde - «— 

ii ) Supongamos un grupo multiplicative, y id & 
en 


x. b = a 
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Al componer a derecha con el inverso multiplicative de b , resulta la solucion 

x — a. b~ 1 

i'i/' definicion, el producto de un elemento del grupo por el inverso multiplicative 
le i'U y se llama cociente y se expresa 



Em-o.ices, en los grupos multiplicativos numericos es heito el pasaje de factores 
so nulos de un miembro al otro, come divisores. 

U3.4. Inverso de la composicion 

In todo grupo, el inverso de la composicion de dos elementos es igual a la 
c r sic ion de los inverses en orden permutado. 

Se rrata de probar que 

(a * *)’ = b* * a* 

An?es de entrar en el detalle de la demostracidn, proponemos dos resultados utiles 
i | Cualquiera de las ecuaciones a * x =a 6 x * a = a admite la solucion x 

Si consideramos la primera, despues de componer a izquierda con a\ se llega a 
sr = e, y analogamente en el segundo caso componiendo a derecha con el mismo a*. 

ii) Cualquiera de las ecuaciones a * x - e 6 x * a - e admite la solucion x ~a\ 
£7 * x = e; luego de componer a izquierda con a\ se tiene x — a\ El mismo 
■es-j:::ado se obtiene a partir de ia segunda ecuacion. despues de componer a derecha 

m) Demostramos ahora la proposicion inicial. 
ffipotesis) (G , *) es grupo 

Tesis) {a * by = b’ * a* 

Semostradon) 

Una traduceion de la propiedad ii) es ia siguiente: si la composicion de dos 
dementes os el neutro, entonces cada uno es el inverso del otro. 

Sea entonces 

(a * b) * (ft* * a') 

Aplicando sucesivamente G 2 , G 4 , G 3 y G 4 , resulta 

(a * b) * (b’ * a’) - a * (b *b’)*a’*e*a = a’*a~e 
y per u ), se tiene 

(a * by = b’ * a* 
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Y tambien : 

(b’* a')' — a * b 

i 

8.4. SUBGRUPOS j 

8.4.1. Definicion 

| 

El subconjunto no vacio H, del grupo G, es un subgrupo de (G , *) si y solo si 
(H , *) es grupo, 

Ejemplo 8-4. 

i ) Todo grupo (G , *) admite como subgrupos al mismo G, y al conjunto cuyo 
unico elemento es e. Ambos se llaman subgrupos triviales de (G . *)> 

ii) (Z . +) es subgrupo de (Q , +). * 

iii) El conjunto de los enteros pares, con la adieion, es un subgrupo de (Z , +). 

En cambio no lo es el conjunto de los enteros impares con la misma ley, ya 
que la suma de dos enteros impares es par y no se verifica Gj. 

iv) E! grupo de los cuatro elementos de Klein consiste en el conjunto 

A = , b , c, dj . con la ley de composicion definida por la tabla 

* j abed 
abed 
bade 

c d a b \ 

d c b a i 

Su cons true cion es simple, observando las diagonals y la simetna que se presenta 
respecto de ellas. 

Es facil verificar que el grupo es abeliano, y que cada elemento se identifica con su 
inverso, siendo el neutro a. 

Un subgrupo de (A , *) es H =< a . bj . 

En cambio, no lo es el subconjunto H’ = t a , b , cj ya que b * c = d 4 H\ ; 

8.4.2. Condicion suficiente para la existencia de subgrupo | 

En el ejemplo 8-4 se ha verificado que no toda parte no vacia de un grupo es un .f 

subgrupo. Ademas de ser una parte no vacia, la definicion exige que tenga estructura | 

de grupo con la misma ley de composicion. Ahora, bien, esto obliga a la investigacion 
de los cuatro axiomas. y resulta conveniente disponer de alguna condicion mas 
economica, que permita decidir si se tiata de un subgrupo. 

I 
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Teorema 

Si H es ur subconjunto no vacio del grupo (G , *), que verifica 
ae H a beH a* b' e H 

entonces (H,*) es un subgrupo de (G , *), 

Hipotesis) (C , *) es grupo 
0£HCG 

atH a b € H a * b* € H 

Tests) (H , *i es subgrupo de (G , *) 

Demostraciai) 

Debemosprobar que se cumplen !os axiomas de grupo para H 
I) La asociatividad de * en H se verifies por ser H C G, 

H) El neutro pertenece a H. Enefecto 

H *>3aeH 

Por hipotesis y definicion de inverse 

aeH / aeH =* a *a f eH =» eeU 

III) Todoelemento de H admite su inverse en H. 

Sea a e H. 

Por II y por hipotesis 

eeH a a € H e * a'eH a*€ H 

IV) H es :errado para la ley *. 

Sean a : H a b cH. 

Por HI, por hipotesis y por inverse del inverse, se tiene 

a € H a b e\\ => e H a b'eH =► a * (b’Y e H =* 

** a * b e H 

Lo demostrado en I, II, III, IV prueba que (H , *) es un subgrupo de (G , *). Esta 
condition stificiente es obviamente necesaria, Se la utiliza en la practica de lasiguiente 
manera: de acuerdo eon la hipotesis del teorema, para que H sea un subgrupo de 
CG , *) debenos probar 
i ) H £ $ 

Ii) H C G 

iii) Si dos elementos cualesquiera pertenecen a H, entonces el primero, 
compuesto con el inverse del segundo, debe pertenecer a H. 

Ejemplo 8-L 

En R 2 defmimos la suma de pares ordenados de numeros reales 
(a, b) +■ (c, d) = (a + c, b + d) 


Comprobamos que (R 2 , +) tiene estructura de grupo abeliano, ya que se verifican: 
Gj . La suma de pares definida en (1) es ley de composicion interna en R 2 . 

G 2 - Asociatividad. 

[(a , b) 4* (c, cQ] + 0? *f) = (fi +c * b + <0 + ( e O - 

= ((a+c)+e,(b+d)+J) = (a + (c+e),b + (d+f))^ 

= (a . b) + (c 4- e , d +/) = (a , b) + \(c , d) + (e . /) 

Por (1), asociatividad de la suma en R y (1 ). 

G 3 Neutro es el par (0,0), ya que 

(a . b) + (0,0) = 0) + (a . b) = (j - b) 

G 4 Inverse aditivo u opuesto del par (a . b), es el par a , — b), pues 
(j , b) + (— a . - b) « (— a, — b) + (a , b) = (0,0) 

G s . Conmutatividad. 

{a,b)+(c,d) = (a + c ,b + d) = (c+a,d+b) = 

~(c,d)+(a f b) 

Por (I), conmutatividad de la suma en R ? y (1). 

(R 2 , 4*) es el grupo abeliano de los pares ordenados de numeros reales con la suma 
ordinaria de pares. 

Ejemplo 8-6. 

Sean el grupo (R 2 , +)* y 

H =|(jc , y ) e R 2 / y = Ixj 

Es claroque un elemento de R 2 pertenece a H si y solo si la segunda componente es 
el duplo de la primera. 

Comprobaremos que (H , +) es un subgrupo de (R 2 , +). 

Verificamos las hif otesss de !a condicion suficiente demostradg 

i t H ^ 0, ya que (1 . 2) t H 
n i H C G por la detintetpn de H, 

tii) Sean {a .b)eW v (c , ci) € H; debemos probar que 
(a . b) + (— c, — cf) e H. 

En efecto: 

(n , b) e H a (r . d) e H *► b = 2 a a d - 2 l ** b ~d-2 (a - c) ^ 

=> (a — c r b — u?) € H ^ , b) 4- (— e , — d) 6 H 

Hemos utilizado la definicion de H, la sustraccion en R, la definicion de H, y la de 
suma de pares. 


(1) 
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Giaticamente, H consiste en la recta que pasa por el origen, de ecuacion 



Ejemplo 8-7. 

£n el ejemplo 5-8 esta comprobado que el conjunto R nxm de ias matrices reales de 
n alas y m columnas, con la adicion de matrices, es un grupo abeliano. En particular, si 
m - n , las matrices se Raman cuadradas, y se tiene que (R nx * , -f), es el grupo abeliano 
de las matrices cuadradas n X n y con la adicion. 

Consideremos el conjunto H de las matrices cuadradas, tales que a i } = aj iy llamadas 
simetricas, es decir 

H={AeR nxn / a u 

Esto signiflca que los elementos que son simetricos respecto de la diagonal a t „ con 
i = 1, 2, ...»«, son iguaies, 

Resulta (H , +) un subgrupo de (R n * n , +).Enefecto 
i ) La matriz nulaNeH =» H =£<p 

ii) H C R nx n por definicion de H. 

iii) Sean 

A € H a B e H => a { j = aj a - bj * => 

==> a iS - bu = a H - bji => A + (- B) e H 
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Hemos aplicado la definicion de H, la sustraccion en R y las definiciones de suma de 
matrices y de matriz opuesta. 

(H , +) es el subgrupo de matrices simetrieas n X n. 

Ejemplo 8-8. 

Sean (G , *) un grupo, a un elemento ftjo de G, y H el conjunto de los elementos de 
G que conmutan con a , es decir 

H = {x€G la*x = x*a) 

Resulta H un subgrupo de (G . *). 

i ) como a * e ~ e * a *=> e eH => H <p 

ii ) H C G por definicion de H. 

/ 

iii) Sean my n elementos de H. Debemosprobar que m * ri eH. 

Por definicion de H 

• m e H a neW => a *m~m*a a a* n = n *a => 
=>a*m~m*a a n’ * a’ = a f * n’ => 

=> (a * m) * (n’ * a *) = (m * a) * {a* * n’ ) => 

=> a * (m * n*) * a* = m * {o * &’) * ft’ =*• 

=> a * (m * n *) * a* — m * n* =» 

«► a * (m * n*) = {m * n’) * a => 

*► m * n € H. 

Ademas de la definicion de H hemos utilizado inverso de la composicion, la 
asociatividad, G 4 . y la composicion a derecha con a. 

8.5.0PERACI0NES CON SUBGRUPOS 
8.5.1. Interseccion de subgrupos 

Sean (G , *) un grupo, y |g,-} ut una familia de subgrupos de (G , *). 

Teorema 

La interseccion de toda familia no vacia de subgrupos de (G , *) es un subgrupo. 
Hipotesis) (G , *) es grupo. 

^G/j es tal que (G £ , *) es subgrupo de G, V i e l 

Tesis) ( fl Gj , * | es subgrupo de (G , *) 

^ ie i J 
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Demostracion] 

i ) V/ eeG h pues (G,- ,*)es grupo 

entonces, por definicion de intersection 

e e PI G,- =► HCj ^ <p 
ie I 1 lei 1 

ii ) 0 Gi C G por definicion de inclusion 
7 t€t 

iii)Sean „ 

a y b e* IG, aeG t a £ eG*, V j 

* iel 

^ a * b c Gi i V i 5 * ib c n Gj 

*€l 

Por las definiciones de intersection y de subgrupos. 


8.5.2. Union de subgrupos 

La propiedad anterior no se verifica en el caso de la union. Para ello basta un 
contraejempb: scan Hj y H 2 dos subgrupos distintos de (R 2 , +), y no triviales, como 
lo muestra la figura 



Si reHi a yeH 2 , entonces 

x 6 Hi UH 2 a y € Hj UH 2 


y sin embargo 


x+yt H t UH 2 
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Es decir, la union no es cerrada para la suma de pares, y por lo tanto no es mi 1 • 
de(R 2 ,+). 

Ejempio 8-9. 

Sean {G' , *) y (G’* , *\) grupos, En el producto cartesiano 

G ~ G’ X G’' 

se define la ley de composition mediante 

(a,b)*{c.d)=(a*c,b*'d) (1) 

Entonces (G . • 1 es un grupo. Ilamado producto de !os dados. 

Veriticamos los axiomas: 

G i . • es ley interna en C = G X C» por (1) 

G 2 . • es asoeiativa, pues 

[(a, b) • (c , <01 • (e •/) = (“* c ■ b *' d > * {e J ) = 

= {a.b)»U'*e.d*'f) = (a,b)» 1U .d)»(e. />| 

Memos utilizado sucesivamente: la definicion (1). G 2 en G’ y G", y la definition 

* 1 J q 3 Neutro es (e’ , e’% es decir. el par ordenado de los neutros de G’ y de G . 

En efecto, por (1) y G 3 en G" y G" 

(a . b) • (e’,e") = (e’,e”)» (a,b) = (a ,b) 

G 4 . Inverso de (a . b) es (a ' .b " ). donde a’ 1 y b *' son los inverses de a y fc en 
G y G" respectivamente, pues 

(a, £)•(*'' .b~') = (a' [ .b' l )»(a.b) = (e.e”) 


8.6. HOMOMORFISMOS DE GRUPOS 

* 

8.6, L Concept# 

Retomamos. en el caso particular de las eswucturas de grupo. !c expuesto en > * 

relation con los morfismos. 

Sean aliora los grupos {G , *) y (G . * ) 

Definicion 

La funcion f : G G* es un homomorfismo si y solo si la imagen de la 
composicion en G es igual <r la composicion de las imagenes en G . 

En simbolos 

f . g ->G' es homomorfismo o f (a * h)~t (a)* f {&) 
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I'n un diagrama 

(G - *) (G’, *’) 



l f. rucular, el mortisrao puede ser monomorfismo. epimorfismo. endomorfismo, 
ison. smo o automorfismo, de acuerdo con las definiciones 5,4.2. 

Ejemph S-IO. 

S. ,;i k»s grupos aditivos (R 2xz . +) v (R , +). 

Lj runcion/: R 2 * 2 defmida por 
f /T a bV\ 

* { [ c f — a + d es un hornomorfismo, pues 


M.\+B>=/(|* b \ 

Vie dj 


\ a b] f m n]'\ 

L c dj {p q\ 


"|”a + m b + n] 

<lc+p d + 


D- 


+ m + d + q — 


- J)+{m+q)=f[ u »]). 


= /(A)+/(B). 

Hetnos aplicado la definicion de suma de matrices, de f, conmutatividad y 
aaoc*.iv;dad de la suma en R y la definicion de f. 


8.6.2. Propiedad 

nrim lia„?S G , * h °™ morf3sm ° de g^Pos. entonces la imagen del neutro del 

pnmer s nipo es cl neutro dci segundo grupo. 

Se trata de probar que f (e) = e\ donde e’ denota el neutro de G’ 

En etecto cualquiera que seax e G, por G 3 , se tiene 

x * e = x 


Fn fences 


fix * e) =/(x) 
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[*>n definicion de hotnorfismo 

/<*) *'fie)-fix) 

Por G s en el grupo (G’, *') 

/(*)*’/(<?)=/(*) *’<?’ 
Y por ley caneelativa en G’ resulta 

fie) = e’ 



(G , *) (C, *') 
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8.7. NUCLEO E IMAGEN DE UN HOMOMORFiSMO DE GRUPOS 

8.7.t. Nucleo de un homomorfismo de grupos 

Sea / : G -*• G' un morfismo de grupos. La determinacion de los elementos del 
primer grupo, cuyas imageries por / son el neutro del segundo grupo, conduce a un 
sub conj unto de G, llama do nucleo del homomorfismo. 

Definition 

Nucleo de! homomorfismo / G - G es la totaiidad de los elementos de G, 
cuyas imagenes por/se identifican con ei neutro de G‘. 

Es dear A 

N(/>[.veG//(x) = « > 

Es claro que el nucleo de f es la preimagen de 
De acuerdo con la definicion, se tiene 

x e N if) f(x) = e’ 

Esto significa que para verificar que un elemento pertenece al nucleo es suiiciente 
probar que su imagen es e\ 

Ejemplo 8-11. 

El nucleo del homomorfismo del ejemplo 8-10 consiste en las matrices 2X2 tales 
que 



fcn consecuenda. al nucleo de/pertcnecen todas las matrices del tipo 

r* 

U* -al 

En este cusu. los elementos de la diagonal son *ipuestos o de sunw cero. o ue tra/u 
nuia. siendo por uerlnidon la fra/a de una matrix la sums de los eiemenios de 

la diagonal. En general, h notation para la traza de una matriz A e R n * n es 

n 

tr A = S a H 

i -1 

8.7.2. Propiedad 

El nucleo de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo dei primero. 

Hipotesis) (G , *) y (G’ , **) son grupos. 

/: G es un homomorfismo. 


NUCLEO E IMAGEN 
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Tesis) (N ( / ) , *) es subgrupo de (G , *). 

Demostracion) ' 

i ) Por 8.6.2. f(e) = e’ ceN( /) =» N (f)-r-<t> 

ii)N(/)CG por definition de nucleo. 
ili) Sean 

a y 6 e N (/) -*/(a) = c* a f(b) = e’ ~ 

»/(a) = e’ >• [f{b)V l -e'~' =» 

• /U)-e* a fib'')**’ m 

->fia * b~ l )-«’ =» » ♦*'* e N i T 1 

Por definition de nucleo, imagen del inverse (8.6.3.), mverso dei neatro, * 
position en G\ homomorfismo y definition> de nudecn subgrupo de 

En virtud de la condicion suficiente 8.4.*., resuita > 

(G , *). 

8.7.3. Propiedad 

El homomorfismo / G — G es inyect.vo, es decir. un monomorfismo si y solo si el 
nucleo es unitario. 

Sea N if ) el nucleo del homomorfismo / : G -*■ vj 

‘ ’ L“— iL. por,.. Si - .1 «.» ».» 

distinto de e. entonces dos elementos distmtos de G tendr 
imagen por/. y no seria una funcion inyectiva. 

ii) N </) = {*} -/esl-1. 

En efecto, sean x, v e G tales que / (*) / O'/* 

Componiendo con el inverso de/( y), en G 

f(x)*' t/(.v)r* =/(>’) 

Por S.6,3., y por Gj en (G * ) 

fix) * fi » ~ «’ 

Por defmicion de homomorfismo 

fix*y~') = e' 

Por defmicion de nucleo 

x*y-' eN {/) 

Por serN(/) = {e} resuita 

X * y ~ 1 — B 





estructura de grupo 


Componiendo a derecha con>* 

x *y ~ e *y 

O sea 

x **y 

y /es inyectiva, 

8.7.4. Imagen de im homomorfismo de gmpos 

Sea/: G ->0’ un morfismo de grupos. 

Definition 

Imagen de un morfismo de grupos es la totalidad de las imagenes de los 
elementos del primer grupo. 

La imagen de un morfismo de grupos es la imagen de la funcidn que lo define, es 
dee ix 

I (/) H fix) e G' / x e G ;■ 

t ■> 

0 bien 

!(/) =^eG'/3jceG a f(x)=yj 

Es claro que si el morfismo es un epimorfismo, es decir, si / es sobreyectiva, 
entonces I (/) = G\ En el siguiente diagrama se tiene una representaeion de N (/ ) y 
del//) 



En ei caso del ejempio 8-10, /es un epimorfismo, pero no es monomorfismo. 


NI C LEO i IMAGEN 
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8.7.5. Propiedad 

La imagen de todo homomorfismo de grupos es un subgrupo del segundo, 
Hipotesis) (G , *) y (G’ , *’) son grupos. 

/: G -►G* es un homomorfismo. 

Tesis) (1 (/),*’) es subgrupo de (G\ *) 

Demostracion) 

i ) Como f{e) - e' => e'el if) => M /) & 0 
ii) 1 (/ ) C G* por definition de I { f ) 
in) Sean yj a y 2 el(f) 

Entonces, por definicion de imagen, 3 x t v x 2 en G. tales que 

= a f{x 2 )-y 2 

Por in versos en G* 

fix t )-y, a [/<*,))-* =.v ; 1 

Por inverso de la imagen 

/(JC,) = V, A /(x-j" )= vj' 

Por composicion en G’ 

*'v ' 1 

Por homomorfismo 

f(x, •xj')-y l *\v’ 1 
v como Xi * jf, 1 € G. por definicion de imagen, se tiene 

v, *>* 1 el if) 

En conseeuencia, segun 8,4.2., resulta que 

* (I ( f).*') 


es un subgrupo de (G’, *’) 


Ejempio 8-12. 

Sea G 3 al conjunto de las tres raices cubicas de la unidad, es decir. de las soluciones 
complejas de la eeuacion 

x 3 - 1 = 0 

El faetoreo del primer miembro conduce a 

Or — 1) . (jc 2 +.r + 1) = 0 
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Entonces 

x — i = o 6 x 2 + jc + 1 = 0 

La resolution de estas ecuaciones conduce a las tres raices cubicas de 1: 

1 . \/3 1 

.Vj - 1 x 2 = ~ x 3 - ^ / 2 

que llamamos. respectivamente,z<>.Zt y z 2 . En el capttulo i I veremos que las n raices 
H-simas de la unidad estart dadas por la formula 

“'hr? ** k Z 1 1—« 

■Z h = cos + / sen ^ * 

donde ft tomalos valores enteros 0,1,2,. .., w — 1. 

En el caso particular de las raices cubicas, ia formula anterior adopta la expresidn 

2 ft 7T , . 2 ft 7T j 

= cos —-— + i sen — = e 

donde ft = 0,1, 2. For definition de raiz cubiea se verifies 

Zh eG, = l 

Nos proponemos probar que G 3 es un grupo multiplicative abeliano. y ademas 
obtener un metodo para el producto. 

i ) (Gj ..) es grupo conmutativo, 

I) El producto es ley interna en G 3 . En efecto 

-h e G s a z, e G } =*• = 1 * z i = 1 “*■ -h ■ 2 i ~ 1 '* 

=»<2ft • 2j) 3 = 1 =»■ 2fc.2|€ G 3 

II) El producto es asociativo en G 3 , Aqut nada hay que demostiar, pues 
G 3 C C, y el producto es asociativo en C. 

Ill} Exists neutro para el producto en G 3 * v es 

z r? - cos 0 + * se n 0 “ 1 

IV)Todo elemento de G 3 tiene inverse multiplicative en G s 

Sea 2 ft eGj => 2 3 = ! => i? k ) = 1 => 

=» (s'’) 3 =1 “» z ft‘ fG 3 

V) El producto es conmutativo en G 3 , por serlo en C, 

ii ) Vamos a establecer un metodo para obtener el producto de dos raices cubicas 

de la unidad. 


NUCLF.O E 1MAGEN 
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Entonces 


Zj € G 3 a z m € G 3 


■ Z}~e 3 A Zm — e 


0</<3 A 0 < m < 3 




Si dividimos l + m por 3, se obtienen q y r, dnieos, tales que 

l + m = iq+r 'I 
0 < r < 3 * j 

De (1 ) y (_) . 2 ( 3 <j*r)n j 2 rjr 

. - _ J -3—_ „ ~T' = _ 

t,,. z m -s -e .v - 

i 2 *** ? Ittt 

= (cos 2 r? tr *f i sen 2 ff)., e 3 = 1 . e 3 = 
|2& 

= e J — z T donde 0 < r < 3 
La tabla de la composition es, entonces 


• 

Zo 

Zi 

Z 2 

Zo 

Zo 

Zi 

z 2 

21 

Zi 

Z 2 

Zo 

M 

Z 2 

Zo 



Ejemplo 8-13 , , 

Sean los grupos iZ , + > y (G 3 - J. V la tunc ion 


f (x) = 2r . siendo r el resto de la division de x por 3, es dedr, el entero no negative 
que satisface las condiciones 

rx=3.q+r 

\ 0 <r<3 

Vamos a probar que tal aplicacion es un homomorfismo, es decir 

/(x’ + x”) = A*’)./(x”) 
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Pv-r la definicion de / 

ff(x') = z r - 

OK /(x”>= Zr - 

[/(jc’ + x") = z r donde 

r'x* “ 3 + A <C3 

(2)<j x”=3q" + r” A 0<r"<3 
[jc’ + .x”=3<7+z a 0^a*C3 
Por set (Gj ,.) an giapo, de acuerdo con e! ejemplo 8-12, tenemos 

: r - .z r " —Zr>" siendo 

r ’ + r ”=3q”’+r”' A 0<r’”<3 (3) 

Sumando las dos primeras relaciones de (2) 

x’ + x”= 3 (e?’ + q”) + {r’ + r”) (4) 

Por (3) y (4) 

*'+*” = 3 (<?’ + <?”)+ 3 q’’’ + r”‘ - 

=>X ’+ JC "=3 (q’ + q” + q’”)+r”’ a 0<r’”<3 (5) 

Por la unicidad del cociente y resto, de (5) y de la ultima igualdad que figura en (2) 


q = q* 4* q” 4- q’** a t =• r*‘ 


Es decir 


2r 


Se verifica entonces 

fix’ + x”) = Zr = V” = Zr- • Zr" = /(*’) •/(*”) 


y el homomorfismo esti probado. 

Ejemplo 8-14. 

Determinaremos el nucleo y la imagen del homomorfismo del ejemplo anterior. 

x € Z => 3 q a r unicos / x — 3 q + r a (X r < 3 
Por definicion de / 

/(*)=*»• 

For definicion de N ( / ) 

xeN (/) ^/(x) = z 0 -l ~r = 0 
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Luego 

x e N (/) x~3q <=>3 i * 

Es decir ^ ^ 

N (/) — |x 6 2 / 3 l.vj 

Por otra parte, obviamente, es I ( / ) = G 3 y el homomorfismo es un epimorfismo. 
Ejemplo 8-15. 

Verificar que los grupos (G 3 , .) y (R , son isomorfos, siendo R el conjunto de 
las rotaciones de! triangulo equilatero, alrededor del centre, qve llevan la figura sabre 
si misma, 

En R se tienen las rotaciones R 0 , R x y R 2 , que son la identidad, y las rotaciones de 
120° y 240°. 

En G 3 , los elementos son z Q , z t y : 2 , oon el significado dado en los ejemplos 
anteriores. 

La funcidn/ : G 3 -+R. tal que 

es un isomorfismo respecto del product© enG 3 y de la composicion en R pues 

fkl- Zm)=f{r) = Rr 


8.8. RELACION DE EQUIVALENCE COMPATIBLE 




8.8.1. Concept© 

Sean (G , *) un grupo, y Mj ^” una relacion de equivalence en G. 
La definicion 5.5. estabiece que — es compatible con * si y solo si 

a ~ b a e ~~ d => a * c b * d 


8.8.2. Teorema fundamental de compatibilidad 

Si ^ es una relacion de equivalence compatible con la ley interna del grupo (G , *), 
entonces existe en el conjunto cociente—una unicaley de composicion interna *\ tal 

G C G ^ 

que la aplicacion canonica /:G~* — es un homomorfismo, y ademas^ — , *J es 
grupo. 


Este teorema es un corolario de lo demostrado en 5.5.1. 
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Dcfiftic iv*i 

El grupo E- a que se refiere el teorema se llama grupo cociente de G por la 
relacion de equivalencia compatible con *. 

Ejemplo 8-16. 

Consideremcs el grupo aditivo de las clases de restos modulo «. En este case 

Z n ={0,T, ... 

De acuerdo con el ejemplo 5-12. se sabe que la congruence modulo n es compatible 
con la adicion en Z: entonces, por el teorema fundamental de compattbdrdad. se bene 
en el conjunto cociente Z 3 una unica ley de compostc.on mterna mdueida U mada 
suma de clases tal que la aplicacion canonica/: Z -Z n es un homomorf.smo, s.endo 
[Z n , ©) el grupo aditivo de las clases de restos modulo n 
Para sumar 4os clases en Z n procedemos asi 

u®v « f{u)*flv)=f{u + ?) (0 

Dividiendo u + v y n se obtienen q y r t tales que 

^ 4• v - A (2) 

De (2) y (1) 

u$v-f(nq+ r)-f(r) -r 

yaqUe ( u + v ) — r-nq => n\(u + v)-r 

8 9 SUBGRUPOS MSTINCUIDOS 

8.9,1. Concepto 

Sean (Z , +) el grupo aditivo de los enteros y el subconjunto H de los multiplex de 
3,esdecir 

H-{*eZ/3l*} 

Si consideramos la congruence modulo 3 en Z, entonces la aplicacion canonica 

/ : Z -* Z 3 

es un homomorfismo de (Z , +) en (Z 3 , +) cuyo nucleo es, precisamente, H. En este 
caso, decimcs que H es un subgrupo distinguido de G. 
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Definition 

FI suhgruoo (H . *) de fG , *) es distinguido si y solo si existe un grupo (G’, *’) 
y un homomorfismo/ : G -*-G’, cuyo nucleo es H. 

En simbolos 

HCG es distinguido o 3G' grupo, y / : G -*■ G’ homomofismo / N (/) = H 
Subgrupos distinguidos de todo grupo (G , *) son el mismo G y jej>. En efecto, en el 
primer caso, la aplicacion 

/: G -*G defmida por f tv) = e para todo veG, 

es un hornomorfismo. ya que 

fia *b)^e=>e*e - fia) * fi b ) 

Ademas, se verifica que N if ) = G 

En el segundo caso, basta definir/: G-G mediante fix) = x, cuaiquiera que sea ,x 
en G, y se tiene un homomorfismo, pues > 

fia * b)~a * b -fia) *f(b) 

y comoN (/) = < e) , results un subgrupo distinguido deG. 

Sean ahora un grupo (G , *) y ~ una relacion de equivalence compatible con *. Por 
el teorema fundamental de compatibilidad sabemos que( —, *') es el grupo cociente 
de G por la equivalencia, y que la aplicacion canonica 



es un homomorfismo respeeto de * y *\ Por lo que antecede es obvio que ei subgrupo 
(N (/).*) es distinguido, y queda caracterizado en terminos de la relacion de 
equivalencia compatible con la ley del grupo G. Existe una estrecha conexion entre las 
relaciones de equivalencia compatibles con la ley de composicion interna de un grupo 
y los subgrupos distinguidos de este. El teorema que sigue aclaia la situation. 

8.9,2- Teorema. Ef conjunto £ de tudas las relaciones de equivalencia defmidas en 
G,. compatibles con la ley interna del grupo (G , *), es coordinable al conjunto G de 
tod os los subgrupos distinguidos de (G , *h 

Hipotesis) (G , *) es grupo 

E * | £ i! £ i es de equivalencia en G, compatible con * ) 

G -{ Hi / H, es subgrupo distinguido deG j 

Tesis) E es coordinable a G 
Demostracion) 

Definimos f>: E ->G mediante la asignacion 

<!>(£;) = N(/ f ) (1) 
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., l4ll N (/,) el „4«l«o del hotnomortoo /,: C - g »»e»do a 1. equiv.lencl, £ 

,'hemos probar que ^es biyeetiva. 
i) lnyectividad. c 

Sean S * y £ i e E tales que c t =f c;. p2 ex j ste ( x y)eG 2 talque 

Como £ * y £ ,• son subconjuntos distmtos de G , existe (x,))t 

(xj)e£i a (x,y)4Zi 

o bien . ~ 

(y yW£i a (x ,.v)e£j 

Razonamos sobre ei primer ease. es decir. suponiendo 

.... ,» eompalibilidad de .* jl'* ^ ~ 

■/> * l.v-' *>> 

Fntonces. por G* _ ^ 

tv-* *x) £* f ' I? **)h e 

Por definicum de aplicacion canonica e imagen del neutro 

f,( y' 1 *x)=/i (e) = e a /j O’* *x)*£fj( e ) - e 

Par definition de nucleo resulta 

( y-» *x)eK(f i ) a l.v" *x)«N(/j) 

EsdeCiI N l/,-)=£ N (/} ) 

V de aeuerdo con (1) se tiene 

<M£t) *$<£/> 

En consecuencia 4> es inyectiva. 

“ 1 deed, . «.*«» dU.ing.tfo de (G , *"«*». P« 

Sin" 1 L existe un (O’. •') X - hoptoetorf.snto 

/ ; G -*-G’ tal que 
N( /) = H = {xeG / f(x) = e’} 

Se trata de probai que existe £ e E. tal que 


4><£) = H 
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Paia esto definimos la siguiente relacion de equivalence en G 

xj £x 2 W(xi)=/(*t) 0) 

£ es compatible con pues 

X. £x 2 A y, £y 2 -Ax,)-/(*a) * A>.)-/Oa) =* 

=^/(X|)*’/(j , l)=/< X 2)*’/(d'i) => 

=»/(xi *yi) = /(x 2 *.v 2 ) 

por composition en G’ y por ser / un homomorfismo. 

Par (1) resulta 

(x, *y£ (x 2 *y 2 ) 

Es decir: £ e E, y se verifica 

4><£) = N (/)<■= H 

Entonces $ es sobreyectiva. 

De i ) y ii ) 4> resulta biyectiva, y en consecuencia 

E~G 

Notation „ , 

Si £ es una relacion de equivalence compatible con la ley del grupo (G , *), y H 

subgrupo distinguido asociado, escribimos| =f, y se tiene el cociente de G por el 
subgrupo distinguido H. 

Ejemplo 8-17, 

Investigates los subgrupos distinguidos de (Z . +)■ Si H es un subgrupo distinguido 
generico, de aeuerdo eon la definicion, existen un grupo G y un homomorfismo 

tal que N(/)=H 

* 

Una poabilidad es H = ^0^segun 8.9.1. 

Si H *{o) , entonces existe x * 0, tal que x eH. y resulta 0 - x = - x e H, es 

decir en todo subgrupo no unitario de Z coexisten los elementos no nulos * y x, lo 
que significa que en H hay enteros positives. Entonces, por el prmcipto e 
ordenacion hay en H un elemento minimo positivo, que llamamos n.- 

Consideramos ahora el conjunto A de todos los multiples enteros de n, y aftrm 

que H = A. En efecto 

i ) Sea x e H; lo dividimos por n y se verifica 

x — n. q + r a 0 < r < n 

r = x - n . q (1) 


Entonces 
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Por definicion, si n € N y q € Z, entonces 
n . q —n + n + ... + #i si g>0 


w. = «) + (-«) + ... + (-«) si <?<0 


« q =, 0 si q ~ 0 

Es dear, en todo case n q € H. y,por < 1) results r e H. y siendo it el rninimo 

entero positivode H necesariamente esr = 0, esdecir 

x = n . q => x e A 

Asi se tiene H C A. 

ii) Sea x e A. Por la definicion de A se tiene x = n.m con me Z. 

Ahora bien 

n. m = n +n + ...+« si m> 0 


n. m = (-«) + (-«) + .. • + (-«) si m<0 


n. m = 0 si w = 0 

En todo caso, se verifica x = « . m e H, es deck, A C H. 

LuegoH=A. 

Esto signifka que todo subgrupo distinguido de (Z , +) se identifica con ei conjunto 
{ 0 } , o bien con ei conjunto de los multiples de un entero positivo. 


8.10 StJBGRUPOS NORMALbS 0 SNVARIANTES 
8,10.1, Definicion 

El subgmpo (H , *) de (G , *} es normal 0 invariante, si y solo si se verifica 
xeG a y eH =>x *y *x~ l eH 


Ejemplo 8-13. 

Todo subgrupo de un grupo conmutativo, es invariante. 

Sea (H , *) un subgrupo de (G , *), y este conmutativo. Entonces 
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VyVx:xeG A y e H =» x *y * jc“ ! = x * x~ x * y = 

— e* y—ye H 

y por definicion 

(H , *) es invariante. 

8,10.2. Teorema.Un subgrupo es distinguido si y solo si es invariante. 

I) (H , *) es distinguido ==> (H , *) es invariante. 

Sea ^ h relacion de equivalence en G. compatible con *. asociada al subgrupo 
distinguido H Entonces 

H ^=N(f)-ix eG f f(x)-e 9 j = \lx eG i x ^ (i.i 

Por(1) 

ye H ~ e 

Por la eompatibilidad 

xeG* s> x*y~x*e=*x*y~x s * 

if. y ♦ x ^ ^ x ^ X ^ x I s y ♦ X ^ ' N ' C ^ 

=> x *y *;c“ 1 e H 

y en consecuencia (H , *)es distinguido. 

II) (H , *) es invariante =* (H , *) es distinguido, 

Como (id , *) es invariants sabemos que 

jceG a yeH => x * y * x~* eH 
a) Definimos en G la relacion ~~ mediante 

x % ~ x 2 xi * x~z e H a x\ l * x 2 e H (2) 

Se verifica: 

i ) Retlexividad, 

x eG x * x~ l e H a x~ l * v e H =» x ~ jc 

ii ) Simetria. 

-1 

*1 — x 2 =* x x *x 2 eH a x t eH =* 

«* x' 1 *JC, *x 3 e H A Xi * x'l * x 2 * Xi e H «*■ 
=^x 2 *JCj l eH a x 2 l * Xi eH =» x 2 
Por (2), por ser H invariante. por G 4 y definicion (2). 

, 

I 
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ill) Transitividad 

X X ~ X 2 A X Z ~ *3 ** 

=»Xt *x~‘ eH A x~ l *Xj eH a x 2 *x 3 eH a x 2 *x,eH=» 

=*. .Xj * X 2 1 * X 2 * x J 1 c H A X, * *2 * x 2 * *3 ® H 
=> Xt * x 3 ’ e H A xj‘ *x 3 e H =» X, ~ x 3 

For (2), composicion en H, G 4 y (2) 
b) es compatible con * en G, pues 

x l ~x 2 '**x l * X~ 2 ' eH (3) Por(2) 

* » f ^ *- 1 r w y * ( v' * r ' 1 ) * r 1 e H (4) 

X t '-X 2 -'1 - 2 ' i 

For i 2) y por ser H invariante. 

De(3)y(4) M .» -i u _ 

Xi*(x[*x ’ 2 )*x t +x l *x i €H => 

=»*i •(*; * <‘>*r eH ^ 

=*(X, *x;)*(x; 1 *x* l )eH =* 

=* (Xj *X[)*(X 2 *x’)~ l fH 

Po: G 4 ,G 2 ,e inverse de la composicion. 

Anilogamente se prueba que 

(Xj *x;> _1 * (xi * x 2 )€H 

Luego 

Xi * x’, ~ x 2 * Xj 

c) Como E es coordinable a G, existe un subgrupo distinguido G\ asociado a ~ tal 
que v 

G’ = N(/) = {xeG/x~ej = H 

Luego H es distingukio. 

gjl, GRUPO COCIENTE ASOCIADO A UN SUBGRUPO 

8.11J, Relacion de equivalence y codases 

Sea (H , *) un subgrupo de (G , *). Definimos en G la relacion - mediante. 

a~b<>a’*be H (1) 
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Es decir, dos elementos estan relacionados siy solo si la composicion del inverse del 
primero con el segurido pertenece a H. 

La relacion (1) es de equivalencia pues verifies 
i ) Reflex ividad 

aeG => a’ * a = e e H =► a 

ii) Simetria. 

a ~~b => a’ * b € H => (a* * by € H b’ * a € H =» b 

De acuerdo con (1), por ser H un grupo, por inverso de la composicion. 
inverso del inverso, y por (1), 
in) Transitividad. 

» 

a-b a b~~c ^>a’*be\\ a 6 r *ceH => a’ * b *b’ * e eH => 
a 

Por el teorema fundamental de las relaciones de equivalencia. existe una particion 
de G en clases de equivalencia, siendo 

K u ~(xeG I u 

Ahora bien 

u~x =* u* * x — a eH => x — u * a 

En consecuencia 

K u - e G ! x = u * a a u 6 h) 

K u recibe el nombre de coclase a izquierda del subgrupo H en G. Si denotamos con 
los simbolos «H y Hw los conjuntos 

- uH—^u * x / x € H j 
Hh * ujx eHj> 

G 

entonces es facil verificar que K u = nH, y el conjunto cociente*pj es el de las coclases a 
izquierda de H en G. 
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8.11.2. Compctibilidad y grupo cociente 

Sea H un subgrupo del grupo conmutativo G. La reladon de equivalence defimda 
en G es compatible con la ley de composicion *, pues 

a -b a =s-s'*ieH a c'*deH ^ 

_< Q* % »S: € H c* * a * b ^ d € H z ~^‘ 

■-» iii « c)' * (b * d) e H =>a*c ~~b * d 

De acuerda con el teorema fundamental de compatibiUdad, existe en^ un. unica 

ley de composicion interna tal que la aplicacion canonica / :G-^ es un 

epimorfismo y (jp *’) es un grupo conmutativo. 

El conjunto—. dotado de la ley de composicion inducida, se llama grupo cociente 

de G por ia nlacion de equivalence (1). 

La manen de operar con las coclases es la siguiente. 

(«H) *' (i’H) =/(u) *’/(») =/(« *v)={u*v) H 

Ejemplo 8-19. . ^ 

Sean el g-upo abeliano (R J . +) y el subgrupo H = {(x.x)lxe R/ 
Geometrcamente. H corresponds a la bisectrizdel primer cuadrante. U relacion de 
equivalence (1) se traduce en 

<a.a)~(r.tf) ~ (c, d) = {a , b) + (x, x) 

Se tiene entonces 

K (tt , 6) * (a. b) H »{(« + x. b +x) lx e Rj> 

Vamos * determinar la eociase de (1 , 2) € R*. A ella pertenecen tospmsixj) 
que satisfa:en C.r.v) = U .2>+<«.«) con aeR Resulta el ststema de ecuauones 

parametricas 

x — 1 +a 
y ~ 2 4* a 

y eliminardo el parametro a se tiene y - 2 = * - 1, es decir, y — x +1, que 
oorresponce a la recta paralela a la primera bisectriz que pasa por el punto (0 1). 

El conjunto cociente, que representamos a continuacion, console en e!Ita 
rectas del piano cuya direccion coincide con la de la pnmera bisectnz. J 

indices es ; = ( (0 , v) / v e R} , o sea, el eje de ordenadas. 
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En ei grupo cociente, la ley inducida es la suma de coclases, y se efectua asr 
K( 0i „) + R{0.O = K(o,» + «i') 


(0 , v) H + (0, v’) H = (0 , v + O H 

Es claro que la coclase neutra es K(o,o> = H y la opuesta de pH es ( v) H. 


8.12. GRUPOS CICLICOS 

8.12.1. Generadores de un grupo 

* 

Sea S una parte no vacfa del grupo G. 

Definition 

Subgrupo generado por el conjunto no vacio S c_ G es ia interseccibn de todos 

los subgrupos que contiene n a $. 

Si S es el subgrupo generado por S, entonces podemos escribir 

s = n Ht 

S 

donde H* es un subgrupo de G que contiene a S. 

Es claro que el subgrupo generado por S es el rninimo subgrupo, en el sentido de 

inclusion, que contiene a S, 

Si S - G, entonces se dice que S es un generador de G, 
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12.2. Grupo cfclico 
Sea (G , *) un grupo. 


ye fink ion 

El grupo G es ciclico si y solo si es generado por un elemento. 
Es decir — 


G es ciclico 3aeG / G — { } 


D nemos que el grupo ciclico G, generado por a , es infinite si y solo si no existe un 

'•?ero positive m tal que a * a — e - ^ 

Si n es el menor entero positive que verities a n - e*. entonces ei grupo o coiume cn 

r t dementos distintos 


e 9 a ,a 2 , . . . 


n -1 


se dice que es ciclico de orden n. 

Es obvio que e! subgrupo de (G . *). siendo G un grupo arbitrano. generado por 
£ G. es ciclico. 


Definition 

El elemento a e G es de orden infinite si y solo si ei subgrupo generado por a es 
infinite. 

El elemento a e G es de orden n (natural) si y solo si el subgrupo generado por a 
es de orden n. 


r Jemplo 8*20. 

t j t j grupo {Z , +) es ciclico, pues esta generado por el entero 1. y su orden es 
infinite, pues no existe ningun numero natural n que verifique 

1 + 1 + ... +1= 0 

n _ 

a ) El grupo (Z„ . +) es ciclico, ya que esta generado por 1, y de orden n pues 

T +T + . . + T = 0. 


8.13. TRASLACIONES DE UN GRUPO 

Sea a un elemento del grupo G. 

Definition 

Traslacion a izquierda del grupo (G , *) por el elemento a e G es la funeion 
f a :G G tal que f a (x) = a*x 
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Puedq demostrarse facilmente que toda traslacion a izquierda del grupo G es 
biyectiva. 

Analogamente se define la traslacion a derecha. 

Si I (G) =(/ : G G / / es biyectiva} , entonces de acuerdo con ei ejemplo 8-3, 

(T (G) , o) es un grupo, llamado de las trasformaciones de G. 

Toda traslacion a izquierda de G es una trasformacidn de G, es decir 

aeG =*/ fl eT(G) 

Si G es finite, entonces el conjunto T (G) es el de permutaciones de G, 

Eiemplo 8-21, 

Sea G un grupo. Entonces la funeion 

g : G T (G) tal que g (a)=f a para todo a e G, 

es un morfismo inyectivo de G en T (G). 
i ) #esun morfismo pues 

Va V& Vx e G : (g(a * b)){x)=f a + b 00 = a*b*x~ 

= fa [fb (*)1 = (/a°/b)W 

y por definicion de funciones iguaies resulta 

g{a*b)= f Q « f b 

ii) g es 1 — 1. 

Sea a € N {g ). Entonces g (a) = f a =i G por definicion de nucleo. 

Como 

a *a = / a (a) = i G («) = « 

Se tiene 

a * a = a * e 

* 

Y cancelando resulta 

a ~ e 

Es decir: N fe) = j e j y en consecuencia g es 1 — 1. 

8.14. GRUPOS FINITOS 
8.14.1. Indice de un subgrupo 

Sea G un grupo. Por definicion, G es finite si y solo si c (G) — n. Orden de un giupo 
fmito es el numero cardinal del mismo. 
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Sea H un aibgrupo del grupo finito G. El grupo cociente — , de las coclases a 
izquierda de I , es finito y su cardinal se llama indice del subgrupo H en G. 

8.14.2. Teorema Si H es un subgrupo de orden k del grupo finito G, ententes toda 
coclase a izquerda de H tiene k elementos, 

Hipotesis) (G *) es grupo finito. 

(H . *) es sibgrupo de (G , *), de orden k 

Tests) v k para todo u € G. 

Demostracionl 

Debemos probar que H y uH son coordinates, y para ello de fin ini os 
/: H -*t/H mediante f{a) = u*a 

i ) /esla restriccion de ia traslacion a izquierda: G -*G ai subconjunto H. y 

en onseeueneia es inyectiva. 

ii ) /‘essobreyectiva. pues para todoy e t/H existe x = u * v\ tal que 

/ {*) =:/(ll’*.v) = l4 *U *X-X 

En conseciencia,/es biyectiva y c (wH) = c (H) — k. 

8.14.3. Teonma de Lagrange. El orden de todo subgrupo de un grupo finito es 
divisor del orden del grupo. 

En efecto. si H es un subgrupo de G y o (H) - k por 8.14.2. el cardinal de toda 
coclase a izquierda de H es k y como estas son disjuntas resuita 

6(G) ~ m . k = m . o (H) 

Es decir 


o(H) i a (G). 
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8-22. Determinar en cada case si el par (G , *) es grupo 

a) G = { jc / x - 2k + 1 a ke Z > 

* es el producto ordinario 

b) G=^x/x = 3£,a kez\ 

* es la adicion en Z 

c) G ~ ^ a 4* b / a e Q a be Q > 

* es el producto habitual 

d) G = {x/X = 2 k a ke z} 

* es el producto 

8-23. Verificar que los siguientes eonjuntos son grupos cfclicos multipiicativos, y 
determinar sus generadores 

i ) G= { 1 , -1 ,/,-/} 

ii) G = { 1 ,z ,z 1 } siendo z = --y + / 

8-24. En R + se define * mediante 

a * b - 2 a b 

Verificar que (R + , *) es grupo abeliano. 

8-25* En el conjunto € de los ndyneros complejos se considera * defmida por 

a * b = a + b — / 

Probar que (C . *) es grupo abeliano 

8-26. En R 1 ={///: [0,l]-**} se define la suma de funciones por medio de 

(f+g)(x)=f{x) + g(x) 

Demostrar que (R 1 , +) es grupo abeliano. 

8-27. Demostrar que (R rt , 4-) es grupo abeliano, siendo R n el conjunto de todas las 
«-uplas de numeros reales, y la suma defmida por 

(X, ,X 2 , ... ,X„) + Oi ,y 2 .y n ) = (jfl +J'l . . . x n +y») 

8-28. Formar el conjunto de todas las simetnas y rotaciones del triangulo equilatero 
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que lo transform an congruentemente, y verificar que dicho conjunto con la j 

composicion de funciones es ungrupo. Formar la tabla. \ 

8-29. De terminal tod os los subgrupos en el caso del ejercicio anterior. t 

I 

8-30. Sea H ={(at,, x 2 . x n ) e R" / x t = o) . Demostrar que (H , +) es un j 

subgrupo de (R n s 4). \ 

8-21. Verificar que (R 2 * 2 , 4 ) es un grupo abeliano y que (H , 4) es un subgrupo, 
siendo H ei conjunto de las matrices reales de dos filas y dos columnas que 
verifican A = — A*. 

Tales matrices se Hainan antisimetricas y satistacen ~ 0 * / V i v /. 

8-32. Sean A = R — { 0} y la funcion / : A A tal que f (x) = x 2 . Demostrar que / es 
un morfismo del grupo (A ,.) en si mismo, y determinar su nucleo y su imagen. 

8.33. Invest igar si / : A A definida por f(x) = x 3 es un morfismo, en el mismo caso 
del ejercicio anterior. 

8-34. Demostrar que /: R* -► R tal que/(x) — log 2 x es un isomorfismo de (R ,.) en 

iR . +). 

8-35. Sean / un homomorfismo del grupo G en ei grupo G ,y H un subgrupo de G . 

Demostrar que su preimagen /" 1 (H) es un subgrupo de G. 

8-36. Sean (G , *) un grupo con la propiedad siguiente: 

VxeG:x*x=x 

Demostrar que G es unitario. 

8-37. Si {G , *) es un grupo que verifies x * x ~ e para todo x e G, entonces es 
conmutativo. 

8-38. Sean (G,») un grupo y a un elemento Fijo de G. Se define 
f a ;G G mediante /(x) = a' 1 *x *a 
Demostrar que f a es un automorfismo en G. Tal automorfismo, definido por 
aeG,se llama automorfismo interno. 

8-39. Demostrar que la composicion de dos homomorfismos de grupos es un 
horn om orfismo. 

8-40. Sea Aut (G) el grupo de los automorfismos del grupo (G , *), con la composicion 
de funciones. Demostrar que la funcion 

F : G Aut (G) definida por F (a) = f a 

es un morfismo. 

8-41. Sea (G , *) un grupo. En G se define la operacion © mediante 

a o b — b * a 

Demostrar que (G , °) es un grupo y que ambos se identifican si y solo si * es 
conmutativa. 


8-42. Con reiacion a los grupos del ejercicio anterior, demostrar que la funcion 
/ : (G , * ) -> (G , o) definida por /(x) = x’ 
es un isomorfismo. 

8-43. En Q 2 se considers * definida por 

(a , b) * (c , d) - (ac , be 4 d) 

Determinar si Q 2 tiene estructura de grupo con *. 

8-44. Sean S v T dos subgrupos del grupo aditivo (G , 4). Se define 
S+T = {x+y / xeS a >' £ t} 

Demostrar que S + T ss uf’subgrupo de G. 

8-15. Demostrar que en todo grupo el linico elemen to idempotentc es el neutro, 

8-46. Demostrar que el semigrupo (X , *) es un grupo si y solo si las eeuacior.es 
x*a~bya*x~b son resolubles en X, ' 

8-47. Sean los grupos (G , *) y (G’, *’) yf : G -»G" un homomorfismo. 

Demostrar que f es un epimorfismo si y solo I ( / } — G . 

8-48. Sean los grupos (Z , +) y (G , *) y la funcion/: Z-*G tal que/(n) = a" con 
a £ G. Demostrar que /es un morfismo y que su imagen es el subgrupo ciclico de 
G,generado por a. 

8-49. Sean los grupos (R 3 , 4) y (R 2 , 4). Probar que / : R 3 R 2 definida por 
f( Xy f X2i x 3 ) ~ (Xi - x 3 ,x 2 -X 3 ) esunhomomorfismo. Determinar su nucleo 

y su imagen. 

8-50. E! subgrupo H de G es normal, si y solo si i<H « Hu. 

8-51. Sean los grupos (G 3 , .) y (G 4 , .). Demostrar que la funcion / . G 3 G 4 
definida por / ( 2 ) = z % es un homomorfismo, y determinar N (/) e 1 if). 

8-52. Demostrar que el subgrupo H de G es normal si y solo si la imagen de H es igual a 
H para cada automorfismo interior de G. Tal subgrupo se llama invariante. 
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ESTRUCTURAS DE ANILLO Y DE CUERPO. 

ENT EROS Y RACIONALES 

9.1. INTRODUCCION 

Con el agregado de una ley de composicion interna sujeta a ciertas condiciones se 
if estructura a. gntpo .betao , I. tern. *=< < 
sistema axiomatico. Se definen aqui la estructura de amllo y el easo panieular d^ 
cuerpo. Lo mismo que en el caso de la estructura de grupo, se estudmn sus prop.edade 
basiTas y se introduce el concepto de ideal. Despues de tratar la factonzac.on en los 
dominios de integridad principles, se introducen el anillo de los enteros y el cuerpo 
los rationales. 

9.2. ESTRUCTURA DE ANILLO 

Sean un conjunto no vaci'o A, y dos funciones. * y 
Definition 

La tema (A , * , •) es un anillo si y solo si 

1, El conjunto con la primera ley es un gnipo abeliano. 

2 gj conjunto con la segunda ley es un semigrupo. 

3 * Li segunda ley es doblemente distribuiiva respecto de la primera. 

Reformulamos la definicion teniendo en cuenta que las dos ieyes de composicion se 
Slaman aditiva y multiplicativa, y que se las suele denotar con + > •. respectivamen e. 

Definition 

La tema (A , + ,.) es un anillo si y solo si 

1. (A , +) es un grupo abeliano. 

2. (A ,.) es un semigrupo. 9 

3. El producto es distributive a izquierda y derecha respecto de la suma. 

Estas condiciones se traducenen los siguientes axiomas: 
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A,: La adicion es ley de composicion interna en A. 

Vi? V£ ! s, 6 A A /> € A a ^ b € A 

A 2 : La adicion es asotiativa en A. 

Va Vb Vc e A : (a + b) + c = a + (b + c) 

A 3 ; Existe neutro en A. que denotamos con 0, respecto de la adicion 
30eA/VaeA:a+0 = 0+a=a 
.\ 4 ; Xodo elemento de A admite inverse aditivo u opuesto. 

Vae A , 3 -a e Ala +(-a) = (-a) +a = 0 

A s : La adicion es conmutativa 

Va V6 e A : a + b = b + a 

t 

A 6 : El producto es ley de composicion interna en A. 

Va Vf> : a e A a be A =>a.beA 

A, : El producto esasociativo en A. 

Va Vb Vc e A : (a . b) . c = a. (b . c) 

A 8 : El producto es doblemente distributive respecto de la suma. 

fa. (b +c) = a. b+a.c 

Va V£> Vc 6 A 

I (b + c) .a ~ h. a ± c. a 

Si ademas, ocurre que la segunda ley de composicion es conmutativa diremos que 
el anillo (A , + ,.) es conmutativo. Si existe elemento neutro o identidad respecto del 
producto, que denotamos con 1, entonces se llamara anillo con identidad o con 
unidad. Un anillo con identidad cuyos elementos no nulos son inversibles se llama 
anillo de division. # 

Ejempio 9-1. 

Clasifkamos las siguientes temas 

i ) (N , + , ) no es anillo, pues no existe neutro para la adicion. 

ii) (No , + , 4 ) no es amllo, porque los elementos no nulos de N 0 carecen de 
inverso aditivo. 

iii) (Z , ■+ ,.) es anillo conmutativo y con unidad. 

iv) (R 1 4* , .) es el anillo conmutativo y con unidad de las funciones reales 

definidas en I = [0,1] con la suma y el producto de funciones, llamadas 
leyes de composicion punto a punto, definidas en los ejercicios 5-31 y 5-36. 
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9.3. PROPIEDADES DE LOS ANILLOS 


9.3.1. El producto de cualquier elemento de un anillo por el neutropara la primera ley 

es igual a este. 

Hipotesis) (A , + , es anillo. 

Tesis) a . 0 = 0 . a = 0 
Deniostracion) 

Cualquiera que sea x e A, por A 3 se verifica 

x + 0 = x 

Fremultiplicando por a 

a . (x + 0) = a . x 

Por la distributividad 

a. x + a. 0 — a , x 

* 

En virtud de A 3 

a, x+a. 0 = a . x + 0 
For ley cancelativa en el grupo (A , +) 

0=0 

Aniiogamente se prueba que 0 . a = 0. 

Esta propiedad suele enunciarse asi: en todo anillo, el producto por 0 es 0. 


9,3.2, En todo anillo, el producto del opuesto de un elemento, por otro, es igual al 
opuesto de su producto. 

Por distributividad, A 4 y producto por 0, se tiene 

(-a).b+a.b = (-a+a).b = 0.b = 0 

Esdecir 

(-a).b+a. b- 0 


Entonces 

(-a).b = z (a. b) 


De manera similar se prueba que a . (— b) = — (a. b). 

9.3.3. En todo anillo, el producto de los opuestos de dos elementos es igual al 
producto de los mismos. 

Aplicando reiteradamente la propiedad 9.3.2., y por opuesto del opuesto, resulta 

(- a) ■ (“ b) - - [a , (- b)\ = - [- (a. h)} « a. b 
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9.3.4. En todo anillo vale la distributividad del producto respeeto de la diferencia. 

Se trata de probar que (a — b) . c — a . c — b. c 

Por definicion, se sabe que a — b = a 4- (— b ). Entonces, aplicando A 3 y 9.3.2. 

(a- 6). c = +(-&)]. c +(-*). c = a. r+ [-(&. c)]- a. <■ 

9.4. ANILLO SIN DIVISORES DE CERO 

9.4.1. Concept© 

Fn el ejemplo 5-15 hemos analizado las leves de composition interna, llamadas 
suma y producto de clases, inducidas en el conjunto eociente de Z por la relacion de 
congruencia modulo n = 3. De acuerdo con 9,2 resulta (Z 3 ,4-,.) el anillo 
conmutativo y con unidad de las clases de restos modulo 3. En los ejemplos 545 y 
546 hemos confeccionado las tablas de la adicion y multiplication en Z 3 y Z 4 . En el 
primer caso hemos observado que elementos no nulos dan producto no nulo; pero en 
el segundo caso ocurre que hay elementos no nulos cuyo producto es nulo. En 
(Z 3 , + , elementos no nulos dan producto no nulo, y se dice que no existen 
divisores de cero. En (Z 4 , + en cambio, hay divisores de cero. 

Definition 

El anillo (A , + , .) no tiene divisores de cero si y solo si elementos no nulos dan 
producto no nulo, 

En simbolos 

(A , *F , . ) carece de divisores de cero ^ Vr a y =£Q => x . y &Q 

Equivalentemente, por medio de la implication contrarreciproca se tiene 

(A , 4-, . ) carece de divisores de cero ^ VxVy:x.y = Q => x = 0 v y -0 

Esto significa que, para demostrar que en un anillo no existen divisores de cero, es 
suficiente probar que si el producto de dos elementos eualesquiera es cero, entonces 
alguno de los facto res is cero. 

Negando el antecedente y el consecuente del biconditional que expresa simbolica- 
mente la definicion, resulta 

(A , 4*, . ) tiene divisores de cero <^3x3y / a y =£ 0 A x.y = 0 

Definicion 

El anillo (A , + ,.) tiene divisores de cero si y solo si existen elementos no nulos 
que dan producto nulo. 

9.4.2. Propiedad. El anillo (Z n , + ,.) no tiene divisores de cero si y solo si n es primo. 
Por definicion, el numero natural // ! es primo si y solo si los unicos divisores 
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naturales que sdmite son 1 y n. Decimos que n> 1 es compuesto si y solo si h = x. y, 

siendo 1 < x < n y 1 < JE ^ n * 

I) Si (Z„ , 4 ,.) no tiene divisores de cero, entonces n es primo. 

Suponemos que n es compuesto, es decir 

n~x.y donde l<x<« y 1 <}’<>’ 0) 

Si /: Z -»Z„ es la aplicacion canonica, se tiene 

/ in) = / ix , v) 

Como / es un morftsmo respecto de! producxo 

f (/l)= /(X) ./(>•) 

De aquerdo con (1) 

/(x) = x y /(y)=.v- 

Ademas, como n ~ 0, por definicion de aplicacion canonica e imagen del neutro 
por un homorfismo, es 

f (n) = /(0) = 0 

Sustituyendo en lalgualdad anterior resulta 


0 =x.y a x=£0 A y =A0 

lo que nos dice que en Z n hay divisores de cero, contra la hipotesis. 

11) Si n es primo. entonces (Z n , + . ■) no tiene divisores de cero. _ _ 

Sean x y y en Z n tales que x . y = 0. Se trata de probar que x = 0 v y - 0. 
Por definicion de aplicacion canonica, la igualdad anterior puede escnbirse 

/<x)./(y)=/( 0) 

For ser f m morfisnio 

x' s - ..y _ ri/W 
/ tt . >'1 — Jf 


Y por definicion de funcion canonica 

x . y t 0 

For definicion de congruence modulo 

Anticipamos el uso de una propiedad que demostraremos en 9.7.7. a siun 

numero primo es divisor de un producto, entonces es divisor e a guno e 
En consecuencia 


n 1 x v n\y 
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Tesis) x ~ 0 v y = 0 
Demostracion) 

Suponemos que y =£ 0, Debe ser necesariamente x = 0. 

Por A 3 , cualquiera que sea z e A, se verifica 

z. y = z . v + 0 

Como por hipotesis x . >> = 0, se tiene 

z . y — z . y + x . v* 

Por distributividad 

i y~(z + x)..v 

Por ley caneelativa, ya que v 0, resulta 

Z = 2 +X 

Es deeir 

x = 0 

Ejempio 9-2. 

En ei conjunto R" * n , de todas ias matrices reales de n fdas y n columnas, se define 
la multipiicacion por medio de la siguiente regia: si A y B son dos matrices n x n, en¬ 
ter,ces la matriz producto C = A . B es tal que el elemento generico c u es igual a la 
suma de productos de los elementos de la fila i de A, por ios correspondientes elemen- 
tos de ia columna/ de B, es deeir 

n 

Cy = a n . bn + a i2 . b 2 j + ■ ■ ■ + a in • b nj = Z_ ^ a jfe . b kl 
'-I 2 0] [2 1-1* 

Por ejempio, si A = 3 0 1 y B = 0 4 3, entonces la matriz 

0 -1 1J L-l -2 - 3. 

producto C = A . B pertenece a R 3 x3 , y es tal que 

e n =(-l).2 + 2.0 + 0.(-l) = -2 
c =(— i) . l + 2 .4 + 6 . (— 2) = 7 , etcetera. Entonces 


1 

2 0 

" r 2 

i 

-n r -2 

7 

C = A.B= 3 

0 1 

0 

4 

3 = 5 

1 

L 0 

-1 1 

. L-i 

-2 

— 3 i L-l 

— 6 


A1 desarrollar el trabajo practico que se propone al termino del capitulo, el lector 
pedra comprobar que el producto de matrices es asociativo, no conmutativo, con 
neutro, y distributive a izquierda y derecha respecto de la suma. 
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El elemento neutro es la matriz identidad I e R nx ”, tal que 

a i} =1 si i—j 
a u = 0 si / ¥~ j 

Es deeir, esta formada por unos en la diagonal y por ceros fuera de esta. 

De acuerdo con lo expuesto, y teniendo en cuenta el ejempio 5-8, la terna 
(R nx " , + ,.) satisface 

A] : A e R” xn A Be R nxn => A + B e R nxn 
Aj :(A + B) + C = A+(B + C) 

A, : 3 N e R nxn / V A e R nxn :A + N = N + A = A 

A 4 : V A e R'”'" , 3 — A e R" xn / A + (— A) = (~ A) 4- A = N 

A 5 : A + B = B + A 

A 6 : A e R rtXn \ Be R nx " =» A r B e R**" 

A, : (A . B). C = A . (B . C) 

A 8 : 3 S e R” xn / V A c R' 1 *" : A . i = I. A = A 

A, : A . (B + C) = A . B + A . C a (B+C).A = B.A-i-C.A 

Se trata del aniilo no conmutativo, con identidad, de las matrices cuadradas n x n. 
Podemos verificar la existencia de divisores de cero en e! caso particular 
(R 2 x2 , + ,.), mostrando que matrices no nuias pueden dar producto nulo. En efecto 

A = n - 1 J*N y B = [ j Q j 7* N, y sin embargo 


Ejempio 9-2. * 

- La terna (P (U) , A , O) es un aniilo conmutativo, con identidad y con divisores de 
cero. En efecto 

1. (P (U) , A) es grupo abeliano, como esta justificado en 2.11.2. 

2. (P (U) , n) es un semigrupo conmutativo, con identidad. 

3. La intersection es distributiva respecto de la diferencia simetrica. 

A n (B A C) = (B A C) n A = (B H A) A (C HA) 

La demostracion figura en el ejempio 2-28. 

4. Existen divisores de cero, pues si A y B son disjuntos y no vacios se cumple 

A ^ 0 a B =£ 0 a A n B = 0 
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9.5. DOMINIO DE INTEGRIDAD 

Todo anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de cero, se llama dominio de 

mt Srtentt8 (Z . + (R . + . •) y (Z* . + . •) son domiTlios de integridad ' Si . P 

denota el conjunto de los enteros pares, entonces (P , + ,es anillo conmutativo, sin 
divisores de cero y sin elemento unidad: en consecuencia no es dominio de integrida 

9.6. SUBAN'ILLOS E IDE ALES 
9.6.1. Concept© de subanillo 

Sea (A , + , .) un anillo. Un subanillo de (A , + , ) es una parte no vacia de A que 
t j £ne estructura de anillo con las mismas leyes de composieion. 

Definition 

El subconjunto no vacio S C A es un subanillo de (A . + .si V solo si (S +) es 
subgrupo de (A . +), y ademas S es cerrado para el produeto. 

Resulta obvio que una parte no vacia S C A es un subanillo de (A . + , •> si y solo si 
para todo par de elementos a e A y 4 e A se verifica a~be Ay a. be A. 

Ejemplo 9-4. 

Sea a e Z. Entonces el conjunto de todos los multiplos enteros de a 

S-'k.a' keZ) 

es un subanillo de (Z , + , •)• 

En efecto, si x e S a veS, entonces x = k a a y = k a. 

Luego 

X-y = k .a -k'. a - (k -k’).a = k”.a 

Fs decir 

x r € S 

Por otra parte 

x e S a y e S ==> x — k . a a y — k \ a ** 

=> x.y = (k.a. k’).a =>x.y=k”.a =>x.ye S 

9.6.2. Concepto de ideal 


Sea (I , +,.) un subanillo de (A , + , .)• 
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Definition 

El subanillo I de A es un ideal a izquierda de A si y solo si 
x e A a a e 1 => x. a e 1 

El subanillo I de A es un ideal a derecha de A si y solo si 
a e\ a x € A => a . x € I 

Definition 

El subanillo l de A es un ideal de A si y solo si es un ideal a izquierda y a derecha 

de A. 

En el case de anillo conmutativo no es precise distinguir entre ideales a izquierda o 
a derecha. 

Las eondieiones que se imponen al subconjunto f C A. para que sea un ideal, son las 
sigutentes 

* 

i ) I =£ 0 

ii ) a € l a b e I =* a — b e I 

iii) a el a b e I => a. b € I 

iv) ael a jceA=><i.*el'A x. ael 

Ejemplo 9 - 5 , 

El subanillo S de todos los multiplos del entero a es un ideal de Z, 

En cambio, Z no es un idea! de R. 

Todo anillo (A , + , . ) adniite dos ideales: el mismo A y {0}, y son Hamados 
ideales triviales. Todo otro ideal, si exists, se llama ideal propio no trivial. 

\ 9.6.3. Ideal generado por un subconjunto de un anillo 

Sea S 35 1 .v |, x 2 n . . x n \ an subconjunto no vac to del anillo conmutativo A. 

Todo elemento de fa forma 

E'as.Xi con a f e A 
r «-i 

se llama eombinaeion lineal de los elementos de 5, con coeficientes en A. 

Consideremos ahora el conjunto de todas las combmaciones lineales de ios 
elementos de S, que denotamos por 

S={f« < . J r./a < e A a *,es} 


I 

i 
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El conjunto S C A satisface las siguientes condiciones: 
i ) S gt 0 pues 0 = 0 . Aj + 0 . x 2 + ... + 0 . x n € S 

ii) xeS a yeS =>x~ye S 

iii) x eS a y e S => x .y e S 

iv) x e S A a € A ==> a. x e$ a x . a e S 

Es decir: (S , + , .) es un ideal de A. Este ideal se dice generado por la familia S. 
En particular, el ideal generado por un unico elemento x € A se llama ideal 
principal. Si ocurre que todo ideal de A es principal, entonces el mismo A se llama 
anillo principal, Este es el caso de los enteros, que esta generado por x = 1. 

El lector puede verificar las condiciones iii) y iv). A manera de ejemplo 
comprobamos ii) 

xeS a yeS =*x= f a^Xf a y = f b h x, =» 

1 = 1 1 = 1 

=* x ~y = £ («i . x t - b t . x f ) => 

= * x - y= i iiai - bi) .x i ~ x -y = i i c i x i ~ 
x —y e S 

9.7. FACT0R1ZACION EN UN ANILLO 

Sea (A , + ,.) un dominio de integridad principal. En este caso, todo ideal de A esta 
generado por un unico elemento. 

9.7.1. Maximo comfin divisor 

En A definimos la reiacion de divisor mediante 

x\y 3zeAly-x,z 

Si d es tal que d I a y d I b, entonces se dice que d es un divisor comun de a y de b, 
o bien que ay b son multiples de d. 

Definition 

El elemento d e A es un maximo comun divisor de a y b si y solo si d es 
divisor de a y b> y ademas multiple de todo divisor comun a ellos. 

Es decir 

f d\a a d\b 
d es un M.C.D. de a y b <1 

[d'\a a d’\b **d 9 \d 

En Z, tanto 2 como — 2, son un M.C.D. de 4 y 6, 
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9.7.2. Propiedad. Todo elemento inversible de A es divisor de todo elemento del 
mismo. 

En efecto, sea# e A un elemento inversible. 

Entonces 

V.v e A : x = x. 1 = x (a“ l . a ) = 

= (x.a" 1 ). a 

y por definicion de divisor resulta 

a |x 

9.7.3. Propiedad. Todo M.C.D. de los elementos a y b de A es una combmacion lineal 
de los mismos con coefieientes en A. 

Demostracion) 

Sea I el ideal de A generado por los elementos a y b. Como todo ideal de A es 
principal, ocurre que I esta generado por un unico elemento d. Por otra parte, come 

a - \ . a + 0 . b b - 0, a + l . b 

se tiene a € l a b € I. En conseeuenda, existen /; v q en A, tales que a — p. d y 
b ~ q . d 7 es decir, d es un divisor comun de a y b, 

Ademas, como de I, existen s y t en A, tales que 

d = s, a 4- 1 , b 

Sea ah ora d' un divisor comun de a y b; entonces a = x . d' y b = v . d\ 
Sustituyendo se tiene 

d = J' + Ey.J'=(s.;r + t . y) . d 1 

o sea, d’ \ d. Hemos probado que d — s , a + t . b es un M.C.D. de a y b. 

9.7.4. Elementos coprimos 

En Z, los enteros 2 y 3 admiten a — 1 y a 1 como divisores comunes. Estos son los 
unicos elementos inversibies en Z, y se dice que 2 y 3 son coprimos o primes entre si. 

Definition 

Dos elementos a y b de A son coprimos si y solo si todo comun divisor de a y b 
es inversible. 

9.7.5. Propiedad. Si dos elementos a y b de A son coprimos. entonces existen s y f en 

A, tales que 1 = s. a + 1 . b. > i 

Demostracion) 

La unidad de A verifica 1 \a y 1 1 b\ es decir. 1 es un divisor comun de a y b. 
Sea ahora d un divisor comun de a y b. For ser estos coprimos, d es inversible y 
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por lo tanto esdivisor de 1, de acuerdo con 9.7.2. Esto prueba que 1 es un M.C.D. de a 
Y b , y por 9.7.3., existen s y t en A, tales que 

1 =5. a 4- 1, b 

9.7.6. Eiementos primos o irreducibles 

En 2, el entero 3 es no inversible y admite unicamente las descomposiciones 

3 = 3.1 y 3«(-3M-l) 
donde I v — 1 son inversibles, Se dice que 3 es primo o irreducible. 

Definition 

El elemento no inversible a € A es primo o irreducible si y solo si to da 
descomposicion a—x. y es tal que alguno de los factores es inversible, 

9.7.7, Propiedsd. Si un elemento primo es divisor de un producto, entonces es divisor 
de alguno de los factores. 

Hipctesis) a es primo y a \ b . c 
Tesis) a\b v ?j c 
Demostracion) 

Si a | b, nadr hay que probar, porque la disyuncion de la tesis es verdadera, 
Consideremos el caso en que a \ b es F. Como a es primo, se tiene que a y b son 
coprimos, y poi 9.7.5. es 

1 =s. tf +f. b 

Multiplicando por c 

1 . c = s. a. c 4* t. b . c 

Es decir 

r = r a . c + r . i 2 , r ya que a ! b . c => b . c - a , x 

For distributsvidad 



Luego 

a i e 

9.8. ANILLO ORDENADO 

9.8.1. Concepto 

El anillo (A , + , esta ordenado por la relacion de orden total que indicamos con 
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el simbolo < si y solo si dicha relacion es compatible con la adicion y multiplication 
en A, en el sentido siguiente: 

i ) x<y => x + z<y +z 
ii) 0<x a 0<y 0< xy 

Que el orden es total o lineal significa 

x € A x <0 V 0 <x V jc - 0 

Si el anillo no es trivial, es deck, si no se reduce al unico elemento 0, entonces los 
eiementos x que satisfacen la condition 0 < x se llaman positivos y pertenecen al 

subconjunto 

A‘ = fxeA/0<x) 

K J 

Los opuestos de los eiementos positivos se llaman negativos y definen al 
subconjunto ' 

A" = e A/ -xe A + ] = (jc e A !0<~x) 

/■ s 

Queda caracterizada asi una partition de A en los subconjuntos A*, A* y { 0 } , y en 
consecuencia 

xeA=>xeA + v x e A~ v x = 0 

9.8.2. Propiedades. Sea (A . + , .)un anillo ordenado por la relacion <. 

I) El producto de dos eiementos positivos es positivo. 

xeA + a ye A* =*Q<x a 0< v => 

=> 0 <xy «*xye A* 

Por defmicion de A + y ii). 

En consecuencia, A + es cerrado para el producto. 

II) El producto de d&s eiementos, uno positivo v d otro negative, es negative. 

xe A* A ye A~=*()<x a 0<— y ** 

^0 < x (■“ y) ** 0 < — (x y ) x y € A" 

Por las definiciones de A* y de-A”, ii), 9.3.2,, y por definition de A“. 

III) EL producto de dos eiementos negativos es positivo. 

x e A~ a v e A~ => ~~x e A* a — ^€A*=> 

(—x)(—y)e A + => xye A* 

Por defmicion de A", III) y 9.3,3. 

IV) x<y ^y-xeA + 
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En efecto 

x <y x +(— x)<y +(“*) ^ 0 <y —x 
V) x < y a z e A * xz < yz 
Pues 

x<y A z € A* =* y ~~x a 0<z 
=* 0<(y-x)z =* 0 <yz—xz =>xz<yz 

yn x < v a 7 e *=> yz <xz 

x <y a z € A" 0<y —x a -zeA + =* 

>* 0<(y~~x)(-z) *> 0 <-yz + xz *>yz<xz 

Norn 

La relacicn inversa se denota por >, y se define mediante 

x>y <*y<x 

y ambas caracterizan un orden estricto en A. 

Un orden amplio v total en. A se define mediante 

x<y x<y v x =y 

93 , ESTRUCTURA DE CUERPO 
9.9J. Concept© de cuerpo 

Un anillo con unidad cuyos elementos no nulos son invetsibles, se llama anillo de 
division. Todo anillo de division conmutativo es un cuerpo. 

Definition 

La terna (K , + , ,) es un cuerpo a y solo si es un anillo conmutativo, con 
unidad, cuyos elementos no nulos admiten in verso multiplicativo. 

Los axiomas que caracterizan la estructura de cuerpo son 

1. (K , +) es giupo abeliano, 

2. (K — { 0 } ,.) es grupo abeliano. J 

3. El producto es distributive respecto de la suma. 

Ejemplo 9-6. 

La terna (Z , + , .) no es cuerpo, pues los unieos elementos no nulos que admiten 
in verso multiplicativo son 1 y 1 * 

En cambio (Q , + ,.) , <R , +, ) - (C , + . .). (Z„ . + con /t prime, son cuerpos. 
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9.9.2. Propiedades de Ios cuerpos 

Sea (K , + ,.) un cuerpo. 

I) Los cuerpos no admiten divisores de cero. 

Sean x e K a y eK tales que xy - 0 (1). 

Si x = 0, nada hay que demostrar porque la proposition x=0vy = 0esV. 
Consideremos el caso x =£ 0. Por definition de cuerpo existe x~ l . 

Multiplicando (1) porx" 1 

x _1 (xy)-x’ 1 . 0 

Por asociatividad y producto por 0 en el anillo, se tiene 
1 y s= 0 , es decir: y = 0 

II) En todo cuerpo vale la ley cancelativa del producto para todo elemento no nulo 

del mismo. t 

Es una consecuencia de I y de 9.4,3, 

III) Si b 0, entonces la ecuacion bx = a admite solution unica en K. 

Sea bx ~ a con b ^ 0. 

Multplicando por 

b~ l (bx) = b- 1 a 

Por asociatividad y conmutatividad resulta 

(b" 1 b)x = ab~ l 

Es decir 

1 x ~ab~ l 

Entonces 

x~ab~ l 

es la solucion unica de la ecuacion propuesta. En efecto, sea y otra solucion, esto 
significa que 

by —a . y como bx — a se tiene 
by — bx- 0 => b (y —x) = 0 

y como0 resultay — x — 0, es decir,y — x. 

Nota 

El producto de un elemento de K por el inverso multiplicativo de otro no nulo se 
denota con el simbolo 



y suele llamarse cociente entre ay b. 
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IV) El reciproco del opuesto de todo elemento no nulo es igual al opuesto de su 
rec.proco. 

Dt acuerdc con 9.3,3, y por inverse multiplicative, se tiene 

f-C*" 1 )] X = 1 

Multiplicando por (— 

-(x~ t )(-x)(-x)~ l ~ 1 
Por asociat vidad e inverses multiplicativos resulta 

V) En todc cuerpo se verifies 

— = -2-r *>xv’ = yx- 
y y 

En efecto 

” = ~ xy “ 1 = x ’ v*~ l o xy~ l yy w — x'y'~ x yy 

y y 

<* xy ; = yx ? 

S.10. DOMINIO DE INTEGRIDAD DE LOS ENTEROS 

9.19J, Relacion de equivalencia en N 2 

El lector hi tenido oportunidad de probar, en el ejercicio 3-25, la equivalencia de la 
relacion en N 2 definida por 

(a , b)~(a’, b’) a +b’= b + a f 

La clase de equivalencia del elemento generico {a , b), es, por definicion 

K (a .*> = {(*, v) e N 1 / (x . y) -<a , 6)j 

Ahora bien 

(x . y) ^(a t b) ** x ..+ b—y + a 

Se presentan tres casos 

i ) a=b =* K ((Jf d) = {(x , y) e N 2 fy = x] 

ii) a<b => K (fltfc) =^,j)eN 2 /y-x + 

iii) a >b => K (a>i) = {(*, y) eN 2 /y=x + a — b) 
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En particular 

K a ,2,={(l,2) > (2 > 3),(3,4) > ...} 
K(2,i)={(2,l),(3,2) > (4,3),...} 
La representacion de las dases en N 2 es la siguiente 



Eligiendo un unico elemento en cada clase de equivalencia, se obtiene un conjunto 

de indices 


I « t in . 1) U l (! , n + !) ^ con i? 6 N 

^ \ • * s ^ 

N 2 

Cada clase de equivalencia se llama numero entero, y el cociente _ es el conjunto 
Z de los numeros enteros. 


Definition • 

Numero entero es toda clase de equivalencia determinada por la relacion defmidd 
enN 2 . 

N 2 

Conjunto de los numeros enteros es Z - . 
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l/efmicion 

Numero entero 0 es la clase K ( i 4 >. 

Entero positivo es toda clase del tipo K( n ^i> con n > 1. 

Entero negativo es toda clase K (1<n ) con n > 1. 

Para denotar los enteros utilizaremos los simbolos 

K ii.n-° 

K (».n = + <w ~ sin>l 

v =-( w -l) si ;i > 1 

Asi. K {1 . 2 , : = - I - K (3 , x) = +- 2 , etcetera. 

9.10.2. Operaciones en N 3 y compatibilidad 

En N 3 defmimos la adicion y multiplicacidn mediante 

1 .(a ,b) +(a\b’)-(a + a’ ,b + b’) 

2 .(a ,b).(a’,b’) = (aa’ + bb’,ab’ + ba') 

La relacion de equivalence definida en 9.10.1. es compatible con estas leyes de 
composici6n interna en N 3 . En efecto 

i ) Por defmicion de la relacion de equivalence, conmutatividad y asociatividad 
de la adicion en N, y por la defmicion 1.. se tiene 

(a , b) - ( a *. b’) a (c , d) ~ (c* .d’)** 

=>a+b’=b + a’ a c + d’ = d + c’ =* 

=» (a + c) + (b" + d’) = (b + d) + (a’ + O =» 

=» (a + c , b + d) ~ (a’ + c’, b’ + d’) =* 

=* (a . b) + (c , <0 ~ (a’, 6’) + (c’. <0 

ii) Sean 

(a , b)~[a'. b’) *(c , d)~ (c’, d’)*> 

=>a + b’~b±a' a cXcT^Xc* 

Multiplicands la primera iguakiad por c y luego por d 

ac + b’c ~ be + a’c 
bd +a*d~ad X b a 

Sumando 

ac X bd + a’d 4- b c = be +ad +a c + b*d (1) 


*0.0- 
K («.n = 

K ti,.) = 
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Multiplicand© la segunda igualdad por a *y por b ’ 

ac Xa’tZ’ = a'd X fl'c’ 

£’d X b*c*“ b’c X 

Sumando 

a’c Xbtf Xa’d’X & 'c*~a*d + + (2) 

Sumando (1) y (2), despues de cancelar resulta 

(ac X ) X 0X b'c') = X Z?c) X (a'c’ X b’d') 

Por defmicion dc la relacion de equivalence 

iac X bd , ad X be) ~ (aY x , acf x & V') 

Por defmicion de product© resulta 

(a , b). (c , d)~~ (a *, b ’), (e*, tf*) 

9.10.3, Adicion y multiplicacion en Z 

De acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad existen en el conjunto 

cociente = Z dos leyes de compcsicion interna inducidas, llamadas suma y 
producto de enteros. unicas, tales que la aplicacion canonica /:N 2 -*Z es un 
liomomorfismo. 

Veamos como se realizan la adicion y multiplicacion en Z 
( 3) X (X2) = /( 1 , 4) X/(3,1) « / ((1 ,4) X (3,1)] =/(4,5) =/(l , 2}= -1 
(—3) . {X2) — / (1 ,4) . / (3 , 1) =/*[{! ,4). (3 ,l)]=/(7 , 13) =/(1 , 7) *-6 

Hemos utilizado la defmicion de aplicacion canonica, el hecho de que es un 
homomorfismo y las definiciones de adicion y multiplicacion en N 2 . 

Es facil verificar que la adicion es conmutativa y asociativa en N 2 , y en virtud del 
teorema fundamental de compatibilidad lo es en Z. 

Ademas, neutro para la adicion en Z es 0 = P ues 

K (a &) X°=/(a,6)X/ ( i = 6) X ( ! , !)] = 

El entero opuesto de K (0 &) es K (d , a > P ues 

K (a b) X K (6 a) = f(a . b) X/(Z?, a)=f[a + b , b + a) =/( 1 , 1) - 

’ = K (..t) = ° 

Resulta entonces que el par (Z , +) es un grupo abeliano. ^ 

F.1 lector puede comprobar que la multiplicacion es conmutativa y asociativa en N , 
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y poi el homonorfismo canonico estas propiedades se trasfieren a la multiplieacion en 
Z. 

Neutro para el producto en Z es + 1 = K< 2 ,i) P ues 

K, ., . K ( n O >b) •/(2,1) =/ [(a ,&) ■ (2 » 1)1 = 

(a.b) (2,1; 

= / (2a + b , a + 2 b)-f(a, b) = K 

De manera analoga se compruebala distributividad de la multiplieacion respecto de 
la adicion en Z 

Por io tan to, la ternafZ , + ,.) es un anilio conmutativo y eon uradau. 

Este anilio :arece de divisores de eero, En efeeto 
Sean los enteios y K^y*) ta * es < l ue 

d0ndeK (-v>^° 


Por aplieacior canonica 


f(X ,v) ./(x’,v’) =/(l , 1) 


Por ser / un homomorftsmo 


Por producto en N 2 


/[(-v,.v).(JC , ,v , )l=/(l »1) 


/ (xx’ +yy’ ,xy’ +yx’) -f (1,1) 


Por definicioa de aplicacion canonica 

(xx' +yy '. xy' +yx')~ (1,1) 

Teniendo sn cuenta la definicion de la relation de equivalencia resulta 


si x * > y ' 


xx’+yy’-xy’+yx* 


xx'-xy ~yx - yy 


~ y 


En consecaencia, x ~ \\ v resulta K( Xt y > — 0. 

Se tiene an el dominio de integndad de los numeros enteros. 


9.11. ISOMORFISMO DE LOS ENTEROS POSITIVOS CON N 

Sea Z + el conjunto de los enteros positivos. Definimos 

F : Z + -* N 


mediante la ssignacion F (+ a) = a 
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Se verifica 

i ) F es inyectiva, pues 

-\-a^ + b => a j=b =» F (4-<z)=£F (4- b) 

ii) F es sobreyectiva, ya que 

V a e N , 3 + a e Z + / F (+ a) = a 

iii) f es un morfismo respecto de la adicion en Z*y en N. 

F [(+ a) + (4-b)] = F[4 (a + 5)] = 

*= F a). F (+5) 

iv) F es un morfismo respecto de la multiplieacion en Z* y en N. 

Ftl + tf).(+*)] = F[+ '(a. b)]~ 

- a . b = F (+a). F (4- b) 

* 

En eonsecuenda. F es un isomorflsmo de Z + en N, es decir, ambos conjuntos son 
indistinguibles algebraicamente y pueden identificarse. 


9.12. PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO 

9,12,1. Funcion valor absoluto 

Es la aplicacion 


/ : Z Z - Z“ definida por 
f x si x > 0 

lx!=/(•*) = < . . n 

x si x <0 

Su representacion esta dada por los puntos de coordenadas enteras de las bisectrices 
del primero v segundo cuadrantes 


4 l 

^ z - ?: 


3 

-- 

% 


t 

t 

"» i 

i r—- - 

---* 1 

| I 

i < 

1 ! 

i ! 

• 1 r— 

; ; ■ 

i ■ ■ 

* - —• i i 

__l_;-i- i 

---1-1--i-- 

— 3 -2 -1 

0 12 3 
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9.12.2. Propiecbdes del valor absoluto 

I) Todo entero esta comprendido entre su valor absoluto y el opuesto de este. 

Se presentan tres casos 

a) x = 0 = 

b) x > 0 => —lx|<x — |xl 
. c) x < 0 =>-jx|*=x<UI 

II) lx| < a => - a <x <a 
En e fee to 

Por l) 
x < i x i 
Por hipotesis 
ix i < a 

Por transitividad resulta 
x<a (1) 

Multiplicando los dos miembros de la hipotesis por — 1 

-\x\>~a 


Por I) 


-IxKx 


Entonces, por transitividad 


— a <x 


( 2 ) 


De (1) y (2) resulta 

-a <x <a 


III) — a <x <a => ix | <a 

Si x > 0, entonces por definicion de valor absoluto y por hipotesis 

I x!=x<* (1) 

Si x < 0, por definicion de valor absoluto, y multiplicando por - 1 los dos 
primeros miembros de la hipotesis 

|x| = -x <0 (2) 

En ambos casos, (1) y (2), se tiene 

|x | < a 

IV) El valor absoluto de una suma es menor o igual que la suma de los valores 
absolutes. 

l-*sis) jx+y I <|xl 4-|y| 
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Demostracion) Por 1) 


Sumando se tiene 


Por III) resulta 


-lx|<x<jxi 

- ly I <y < I y I 

•(|x I + |y |)<x 4-y < | x | 4- |y | 
|x 4-y | < |x 1 + 1 v I 


V) hi valor absoluto de un producio es igual al prouucto ut los valores absolutes de 


[os fact ores. 


ix.yl-ixMyl 


La demostracion queda como ejercicio. y basta apiicar la definicion de valor 
absoluto a los casos que se presentan. ' 


9.13. ALGORITMO DE LA DIVISION ENTERA 

Teorema. Dados dos enteros ay b, siendo b > 0, existen dos enteros q y r. llamados 
cociente y resto, que verifican 

i ) a ~ bq + r 

ii ) 0 < r < b 
Demostracion) 

Como b es un entero positive, se tiene b > 1 (1). 

Multiplicando (1) por — | a \ 


— \a\b<—\a\ 


Por 9.12.2.1) 


-\a\<a 


De estas dos relaciones se deduce # 


En consecuencia 


— \a\ b<a 


a-[-\a\.b]>0 


Sea C el conjunto de todos los enteros no negativos del tipo a ~xb, conx 6 Z. De 
acuerdo con (2), para x = — I a I, se tiene 

a—xb ~a - [— \a | b]> 0 


y en consecuencia C es no vacio. 
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Por e! principio de buena ordcnaclon existe en C un elemento minimo r, para cierto 
valor q, de x. Es decir, existen q y r tales que 

a — bq = r > 0 

Entonces existen dos enteros, q y r que satisfacen 

a~bq+r a 0<r (3) 

Falta probarque r < b. Suponemos r > b\ en este ease 

r-b>-0 =*a-bq-b> 0 => a-b (q 4 i)>0 
a-b[q + 1) € C (4) 

Y corno 

g — bq — a — bq a b > 0 => — b (q + I) < a — bq = r (5) 

De (4) y (5) se infiere que C adrnite un elemento menor que el minimo, lo que es 
absurdo. Fntonces es r < b (5), 

Las proposiciones (3) y (5) constituven la tesis del teorema. 

Queda como ejercicio la demostracion de que los enteros q y r, a que se refiere ei 
teorema, son unicos. 


9.14. ALGORITMO DE EUCLIDES 
9,14,1. Maximo comun divisor en Z 


Siendo 

a = bq 4 r a 0 < r < b 

La propiedad queda satisfecha si demostramos que A = B, 

Sea entonces 

x € A => x | a a x | b => x I a a x | b a x\bq =» 
x I b a x 1 a — bq => x \ b a jr | r =*• 

=» x e B 

Luego A C B i \) 

Sea ihora 

x e B => x 1 b * x ! r =► x ! v jc j r a a* 6 => 
=> x \ bq 4 r a x| b => x i a a x j b 
=> x e A # 

Es decir. B C A (2) 

De U) y (2) resulta A = B. 


9.14.3. Determinacion del m.c.d. por el algoritmo de Euclides 


Sean los enteros a y b, con 6 > 0. Por el algoritmo de la division existen q x y r x , 
tales que 


a — bq x 4 r x a 0 <r x <b 


El maximo comun divisor positive de dos enteros ay b, no simultaneamente nulos, 
sera denotado por 

d = a^b-m.c.d (a, b) 

Para el maximo comun divisor rige la deflnicion 9.7.1. 

Se tiene 

3 a o — *“ 3 a 0 = 3 

- — £, A 3 — £ * — 3 ™ 4 A — 3 iSE <3 A. 3 22 .3 

9.14.2. Propiedad. El maximo comun divisor positive de a y b, siendo b > 0, se 
tdentifica con el maximo comun divisor positivo entre h y el resto de la division de a 
por b. 

Sean 

A={xeZ/x |a a x|i>} 

y , 

B = |x e Z / x 16 a x|r) 


For 9.14.2. se tiene a ' h ~ b .*■ r x Si f j =0, entonces <2 a i? — 5. 

Suponemos que r t > 0, y que se liega a un resto nulo al cabo de n + 1 etapas, en 
cada una de las cuales se divide el divisor por el resto. Se tiene 

b-r x qi 4r 2 a 0<r 2 <r x 
r x ~r 2 q 3 4r 3 a 0<r 3 <r 2 

r n _ j = _ i q n ~ r„ ' 0 < r n < r„ , 

De acuerdo con las relaciones de la derecha podemos escribir 

0 <r„ < r„ _ ( <a„_ 2 <•.. <r 3 < r, < r! <6 

donde los sucesivos restos disminuyen y son enteros no negatives. Por consiguiente se 
Hega a un resto nulo, que aqui hemos supuesto r n + j. 

Teniendo en cuenta9.14.2. resulta 

a a h^b a >*!=>*! a r 2 j a a 
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, - ■ mm A n riivkor oositivo de dos enteros no simultaneamente 

JZ tgJJSZ resto no nolo ,« * ob.ion. por „ .pliccid. M .'S».mo do 

i relides. 

t l esquema de las divisiones sucesivas es 



Ejemplo 9-7. , 

i ) El cocienie y resto de la division de - 7 por 3 son - V - 



ii ) Si el divisor es negativo, el cociente y resto satisfaeen 

a = bq + r 
0<r < \ b\ 

AS '' 7 |_-3_ 

1 — 2 

iii) El m.c.d. de 6060 y 66 por divisiones suces.vas se obtiene asi 



Luego . 

6060 a 66 = 6 

9-15. NUMEROS PRIMOS 

Como ( Z , + , . ) es un dominio de integridad principal trasladamos a este caso la 
,eoria desarrollada en 9.7. 

9 15.1. Enteros primes o irreducibles 

definition ‘ , 

El no nolo p*± I. P™o <1 V " '« di " S °" S ^ 

son + l,~l,py- r- 
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Definition . 

Dos enteros son coprimes si y solo si su maximo comun divisor pos.t.vo es tgual 

a i. 


Ejemplo 9-8. 

i ) Si un numero primo es divisor de un producto de dos factores, entonces es 

divisor de uno de eLlos. 

Esta demostrado en 9.7.7. 

ntlmeto „ divisor <k »n prodoc.o do do. factor.,, y pr.n.0 .on uno do 
ellos. entonces es divisor del otro. 

c\ab 9 aye copnmos =* c\b 

Demostracion) _ , 

Como aye son eoprimos, se tiene a '■ c - 1 - 

Por 9.7.5. 

1 = sa + tc => 

=> b = sab + teb =*■/> = sqc + rbc => 

a» b - (sq + tb)c =* c\b 

iii) Si dos enteros eoprimos son divisores de un tercero. entonc.s su producto es 
divisor de este. 

Hipotesis) a i n 
b\n 

a A . 6=1 



y siendo ay b eoprimos, por ii ) resulta 


De (1) y(2) 


b |.x =*x = by 


( 2 ) 


O sea a b ! >i. 


n = a I by) = {ab)y 
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9.15.2. Factoiizacion en Z 

Teorema. Todo entero mayor que 1 puede descomponerse en e! producto de I por 
fa,'tores primos positives. Salvo el orden en que se consideren los factores, esta 
descomposiciati es unica. 

Hacemos uso del segundo principio de induccion completa, cuya demostracion se 
pide como ejerrieio. Este principio establece 

Si V h < m : P (h) =* F (m), entonces F («) es V, V n e N. 

Consideremos ahora la proposition 

P (a) : “El jntero a > 1 puede descomponerse en tin producto de factores primos 
positives’'. 

Suponemosque P (h) es V para todo h <a (1 ) 

Debemos probar que P (a) es V. 

Si a es primo, nada hay que demostrar. 

Si a no es primo, entonces 

a ~ be con b < a a c < a 

Por U ), P (b) y P (c) son proposiciones verdaderas, y por lo tanto 

r s 

b - p\ a ^ = ?L | P i siencio Pi v Pi* enteros primos positivos. 

Luego a = b c = 5r Pu donde n = r + s. 

Entonces: P(j) es V, 

Tal descomposicion, salvo e! orden de ios factores, es unica. Si existieran dos 
descomposieiores se tendria 

a^p 1 p 2 ...p n =q l q 2 .,,q m 

Como Pi es primo y p x \a, por 9.7.7.. se tiene p t \qj\ en consecuencia, p\ = q ^, ya 
que son primos positives. 

Por ley cancelativa y eonmutatividad 

P% P'3 ' ■ * Pn P 2 ^ 3 * ‘ ’ m 

Jcspucs de ordenar el segundo mietnbro para que qj sea ei primer factor. 

Reiteramus d proceso hasta ago tar ios factores primos de un miembro. en cuyo 
caso que dan agotados Ios del otro. Entonces m - n y la descomposicion es unica. 

9.15.3. Teorema de Euclides. Existen infinites numeros primos positives. 

Hipotesis) S = £ pj p, es primo a p, > o} 

Tesis) S es infinito. 

Demostracion) 
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Suponemos que S es fmito. Entonces 



Por 9.15.2. 3 Pj € S / pj I a 

Si pj ~ a, entonces existiria un numero primo mayor que todo p,. lo que es 
absurdo. 

Sea 

Pj ^ a-pj, m a m > 1 

Luego 

Pi - m-i n pi )= 1 

\i~i f y 

y como 

£ Pi — Pj . q , siendo <7 = 7T p t , 

r= 1 i *7 

se tiene 


O sea 


Pi m ~ Pj Q = 1 

Pj (m — q) — 1 => p ; -1 1 => = ± 1 , 


lo que tambien es absurdo. 


9.16. EL CUERPO DE LOS RACIONALES 

9.16.1. Relacion de equivalencia en Z X Z* 

Sea Z* ~ Z~—\Q} ef conjunto de los enteros no nutos. Consideramos 

Z* X* -{{a. b};aeZ * bsl* ) 

Es decir. la totalidad de los pares ordenados de enteros de segunda componente no 
nula. 

En Z X Z* definimos la siguiente relacion 

(a , b ) ^ (a* , b*) <> ab f = ba (1) 

Esta relacion es de equivalencia, pues verifica 
i ) Reflexividad. 

(a , b) e Z X Z *=> ah = ba ** (a % b) ~~ (a t b) 
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ii) Simetn'a. 

(a ,b)~ ( a ’, b’) =* aV = ba' => a’b = b’a => (a’, &’) ~ (a . &) 

iii) Transitividad. 

(a , b) ~ (a’ , 6’) a (a’, 6’) ~ (a” , b") =* {a , b) ~ (fl” , i>”) 


Se cumple trivialmente si alguna de las primeras componentes es 0. 

Sea el case en que ninguna es 0. Por (1), y ley cancelativa despues de mult.pUcar. se 

tieae 

(a ,b)~ (a’ . *') a (a • *’) ~ l«" • *”) * * a ' b > '' = *' a ” * 

=*. a fi’b"= bffa" *>ab”=ba” => (a ,f>) ~ («" . *”) 


Par el teorema fundamental de las relaciones de equivalence existe una partition de 
Z X Z* en clases de equivalence, eada una de las cuales se llama numero racional. 

La clase de equivalencia de un elemento generico (a , b) es 

K, „.=((x ( y)eZXZ* / {.v ,b)} 

(a,bi ^ 

Se tiene 

(X ,y)~{fl,b)»bx-ay 


En particular 

K (li2) = {(x,y)eZXZ* / y = 2x} = {<* ,2x) ! x eZ*) 


donde x puede tomar todos los valores enteros no nulos, y resulta 




-♦),(- 1,-2), (-1,-2). n, 2), (2 ,4), (3.6), ...) 


Analogamente 

k (o,d = { (0 ’- ,,) 1 y eZ *) 

Es decir 

K ={... . (0,-2).(0,-1).(0,1),(0,2).(0.3). 

Es claro que, dado un elemento de ZXZ*, sus equivalentes se obtienen multipli- 
;ando ambas componentes por todos los enteros distintos de cero. 

La representation de las clases de equivalencia es la siguiente 
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z* 



Un conjunto de indices esta dado por la totalidad de los pares (p , q) de elementos 
coprimes, tales que p eZy q eZL 

Definition 

Numero racional es toda clase determinada por la relation de equivalencia 

definida en Z X Z*. , , 

Conjunto de los numeros racionales es ei cociente de Z X Z* por la relacion de 

equivalencia 

Q = 


zx z* 
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Para denolar los numeros raeionales, es decir, las clases K( p Q y de acuerdo con la 
definition delconjunto de indices, se escribe ~ . 

9.16,2. Opersciones en Z X Z* y compatibilidad. 

En Z X Z*definimQs la adicion y multiplication mediante 

1. , b) 4 {a *, o*) = (ab* + ha*, bh *) 

2. (a , b) : ia\ b*) = iaa\ bh*} 

Es simple k verification de que estas leyes de composition interna en Z X Z* son 
asociativas. eonmutativas, y la segunda distributiva respecto de la primera. 

For otra parte, la relation de equivalence definida en 9.16.1. es compatible con la 
adicion y multiplication en Z X Z*. En efecto 

i ) Por h definition de la relation de equivalencia en Z X Z* 

(a (c , d) a (a\b*)^ (c\d*) => ad-be \ a'd* - bY 
Multiplicando estas igualdades por b*d* y bd , respectivamente, tenemos 
adb*d* = beb*d* a a *d*bd = b c*bd 

Sum an do 

ti’ V/fo/ = beb *d* + b’c f bd 

Por distribtitividad en (Z , + ,.) 

(ab* + for') dd* = (ccT + dc’) bb* 

Por definicion de la relation de equivalencia en ZXZ* 

(ah' + ba\bb*) ^ led f + de ’. dd 

Por definicion 1de adicion en Z X Z* 

(a , 6) + (tf \ b' ) ~~ (t*, </) + (c ’, d* ) 

Lo que piueba la compatibilidad de la relation de equivalencia respecto de la 
adicion en Z X Z* 

ii ) Aplicando la definicion (1) de 9.16.1., la conmutatividad y asociatividad del 

producto en Z, nuevamente (1) y la definition de producto en ZXZ*, 
resulta 
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(a, b ) ~ (a*, b *) A (c , cl) ~(c\ d*) 

11 

ab*= ba* a cd*~dc* 

11 

abed* = Z>a rfr’ 

* 

<1 

(flf, fo/)-(a ? r r , &Vf) 

. b ). ic. a) ^ (n\ &*). u \ a 9 ) 

Es decir. vale la compatibilidad de ^ respecto del producto en Z X Z* 

9.16.3. Leyes inducidas en Q 

* 

Dado que la relation de equivalencia 9.16.1 es compatible con las leyes de 
composition interna definidas en Z X Z*, de acuerdo con el teorema fundamental de 
compatibilidad, existen en el conjunto cociente Q dos leyes de composition interna 
inducidas, llamadas suma y producto de rationales, unicas, tales que la aplicacion 
canonica/: Z X Z* -*Q es un mortlsmo que preserva las propiedades. 

La realization de la adicion y multiplicacion en Q es la siguiente: 

(- ■§-) + f = K ( _2,3) + K (6 , 6) =/(- 2,3) +/(5, 6 ) = 

—/[f— 2,3) + ( 5, 6 )] =/(3 , 18) =/( 1 .6) = K (1<6) = -~ 

I “ -j) • ,-f- =/(“ 2,3) ./(5, 6) =/[(- 2,3). (5, 6)] = 

=/( — 10,18) =/(— 5,9) = —— 

• 

de acuerdo con la definition de aplicacion canonica. el homontorfismo y las 
detimeiones de adicion v multiplicacion en 2 X 2*. 

Por ei mismo teorema fundamental, m operaciones inducidas en Q son con- 
mutauvas y asoeiativas. Ademas, ia multiplicacion es distributiva respecto de la 
adicion, 

Jnvestigamos la existencia de eleniento neutro para la adicion en Q. Se trata de 
determinar, si existe, tal que eualquiera que sea K ra b) se verifique 

K(o,t?) + K( X y j = K (a>6) 

Por definicion de aplicacion canonica 


f(a, b)+f(x,y)=f(a , b) 
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For ser /un homomorfisnio 

f[(a.b) + (x,y)]=;f(a,b) 

For adicion en Z X Z* 

f (ay + bx , by) = f (a , b) 


Por definicion de aplicacion canonica 

(ay 4- bx , by ) ~ (a , b ) 


Por 9.16.1. 

ahv + 6 * v = fl'Av 


Cancelando en (Z , 4-) se tiene b 2 v = 0. y como Z> =£ 0 results x - 0, v en 
eonseeueneia neurro para la adicion en Q, es 

K _ JL 

Inverso aditivo u opuesto de K< a ,&) es ya que 

-/[(a, 6) 4- (-a , 6)j =/(a6 -u*, M>) ® 

=/(0 , bb) =/(0,1 ) = K(o.i) = Y 
Conduimos asi que (Q , +) es un grupo abeliano. 

Con relation a la multiplication en Q, ya hemos visto que es una ley de 
com position interna asociativa y conmu tat iva. Exist e eiemento identidad o unidad; 

K (1 1} * | y todo radonal no nulo K( a ,b) admite inverso multiplicativo o 

reciproco K (6 a) ; la comprobacion queda como ejercicio. 

Entonces (Q — { 0 } ,.) es grupo abeliano. 

Teniendo en cuenta, ademas, la distributividad de la multiplication respecto de la 
adicion, resulta 

(Q, + ,,) el cuerpo de los mimeros racionales. 


9.17. ISOMORFEMO DE UNA PARTE DE Q EN Z 

Con Qj denotamos el conjunto de los racionales de denominador 1, es dedr, todas 
las clases del tipo K (a t) = , dondeae Z. 

Es fdcil comprobar que la aplicacion 

/: Qi-^Z 


i 

f 

i 

\ 

i 

i 
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que asigna a cada eiemento de Ch, el numerador, es un morfismo biyectivo respectc de 
la adicion y multiplieadon. 

Esto significa que los conjuntos Qi y Z son isomorfos y, en eonseeueneia, 
identificables algebraicamente. 

a 

En virtud del isomorfismo escribimos -y - a. 


9.18. RELACION DE ORDEN EN Q 

9,18.1. Concepto 

De acuerdo con la election del coniunto de indices hecha en9.16.1., todo rational 
puede representarse como una fraction de denominador positive, 

Defmimos en Q la relacion ^ mediante 


< ~ yv 1 < vx * ( 1 ) 

y v 


Es claro que 

0 < ~ <=» 0 xy >0. 

La relacion ( 1 ) satisface las propiedades reflexiva, antisimetriea y transitiva; ademas 
es total. En eonseeueneia ( 1 ) caracteriza un order* amplio y total en Q. 

La relacion < es compatible con la adicion y multiplication en Q, en el sentido 
siguiente 




£_ 

d 


>0 =* 


b 



d 


La justification de estas proposiciones se deja a cargo del lector. Ademas 


* > 0 ^ 0 < ~r a t ^0 

d d d 

Resulta entonces que la terna (Q , + , es un cuerpo ordenado por la relacion <. 
En eonseeueneia, son validas las propiedades de los anillos ordenados demostradis en 
9.8.2. 
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Definition 

‘ Un cuerpo K es denso respecto de la relacion < si y solo si 
x<y ** 3zeK/x<z<y 

Propiedad, El conjunto Q es denso con la relacion <. 

Se trata de probar que entre dos racionales distintos existe otro. Para esto demostra- 
mos que, sumsndo los numeradores y denominadores de dos racionales distintos. se 
obtiene otro ccmprendido entre los mismos. 

Hipotesis) ,, c 

s' „ 

b " d 

a ^ a + c ^ e 
~b x b -r d ^ d 

Demostracion) 



it 

ad < be 

ad + ab < be + ab a ad + cd < be + cd 

a (b + d)<b [a + c) a {a + c)d<(b + d) c 

11 

£ > 6 +c , a * c tr 2L 
£ ^ ^ + d " b+d d 

11 

£_ . g +C C_ 

T b +d d 


Por hipotesis 
For { 1) de 9,18.1 
Por compatibilidad en (Z , + ,. ) 
Por distributividad en (Z , + , 

Por (l)de 9.18.1 

Por transitividad 


Ejempfa 9-9, 

Una consecaencia inmediaia de la propiedad anterior, es deck, de h deosidad de Q, 
es que entre racionales distintos se ptieden intercalur infinitos si el orden esta 

dado por la reheion <« 

Es claro tanbien que no existen dos racionales consecutivos. 

Podemos aplicar reiteradamente ei teorema anterior‘en los siguientes casos: 

1 2 

i ) Proponer cuatro racionales entre — y — . 




Resulta 
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9.19. NUMERABILIDAD DE Q 

En 6.2. hemos introducido el concepto de coordinabilidad o equipotencia entre 
conjuntos. De acuerdo con 6.3 .2. sabemos que'un conjunto es numerable si y solo si es 
coordinable a N. En el ejemplo 6-1 hemos demostrado que Z es numerable. Nos 
interesa llegar ahora a la conclusion de que Q tambien es un conjunto numerable. Con 
este proposito enunciamos a continuation las siguientes propiedades que se proponen 
como ejercicios en los Trabajos Practices VI y IX. 

i) Todo subconjunto infinito de un conjunto numerable es numerable. 

A ~ N A M es infinito A M C A M es numerable 

II) La union de un numero finito de conjuntos numerabies, disjuntos dos a dos, es 
numerable 

rt 

A, - N a ie 1„ a A, H Xj = <j> si i*j *■ £ A* es numerable. 

i~ 1 

III) La union de toda familia numerable de conjuntos fmitos, disjuntos dos a dos es 
numerable. 

oo 

A, — I a A, n A, = 4> si i =#/ «► 2^ A* es numerable. 

i V i La union de toda iainiik numerable de conjunto numerables, disjuntos dos a 

dos, es numerable. 

oo 

A, — N A AjOAy = 0 si /#/ => 2 A,* es numerable. 

i—i 

I 

Con estos elementos de juicio vamos a demostrar que Q es numerable, en las 
siguientes etapas 

i ) Q + es numerable. 

Demostracion) 

( 



ESTRUCTURA DE ANILLO Y DE CWRPO. ENT1 RO.S Y RAUONALKS 


Sea la sucesion de conjuntos 


/ ne N f con i eN 


Cada A ; es coordinable a N y en consecuencia es numerable. Por ejemplo 


1 2 3 £ JL 

J • T ’ 3 ’ 3 ’ ’ 3 


De acuerdo con IV) resulta numerable el conjunto f ^ A ( 

V orescindir de las fracciones reducibles resuita ei subconjunto CT, quo es 
por I) y. que consiste en un subconjunto infinite de un conjunto 

numerable. + 

ii) Q“ es numerable, por ser coordinable a Q . 

iii) Q es numerable. 

En efecto, si denotamos con + la union en el caso disjunto, tenemos 

Q=Q*+Q'+{o} 


Y teniendo en cuenta II y el ejemplo 2-6 resulta la numerabilidad de Q. 

V °f os coniuntos numericos innnitos tratados con cierto detalle hasta ahora, a saber 
N Z enteros pares, enteros impares, enteros primos, y Q, son todos numerable*, es 
a ec J **,ienen el mismo numero de elementos”. Pero no todo conjunto mfirnto 
coordinable a N- en efecto, esta “tradition" no se mantiene en el caso de los numeros 
reales, conjunto que estudiaremos en el capitulo 10, donde Uegaremos a la conclusion 
de que R es no numerable. 
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9-10. En Z 2 se definen la adicion y la multiplication mediante 

( ... = (x + X* . V + V") 

K -* tS / - V-* f 

(x.y) . ix' ,y’) = (xx’ ,0) 

Verificar que (Z 3 , + , •) es un anillo y clasificarlo. 

9-11 Si (A . +) es un grupo abeliano, y se define 

,-A 1 -* A talque a. & = 0 ,entonces(A ,+, •) esun anillo. 

9-12. En Z 3 se consideran la suma habitual de pares ordenados y el producto detinido 

por (a ,b).(a’,b’) = (aa’,ab‘ + ba) 

Comprobar qua (Z- . + ,.)«»« abfflo conmulativo con UiU. 

*»S«A * b e Z j . Comprobar que A es on 

' anillo aonmural.o y con unidad con far sun,, y «. pr°d»™ «-*-** da 
numeros reales. Investigar si admite dmsores de tero. 

9-14 Con relation al anillo del ejercicio anterior, verificar que 

f . a A talque f {a + b s/ 2 ) = a - by/2 
es un isomorfismo de A en A, respecto de la adicion y de la multiplicacion. 

9-/5. En A = (0 , 1 , 2,, 3} se definen la adicion y multiplicacion mediante las tablas 


Comprobar que (A , + . •)« anillo no conmutativo y sin identidad. 

9:16, Demostrar que la intersection de dos subanillos del anillo (A . + . ■> « 
sub anillo. 
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9-/7. Por definition, el elemento x del anillo A es nilpotente si y solo si existe n e N tal 
que x n ~ x. x .. . x — 0. Demostrar que el unico elemento nilpotente de todo 
dominiode integridad es 0. 

9*18. Demostrar que dos enteros son congruentes modulo n si y solo si admiten el 
mismo nsto al dividirlos por n. 

9-1 9 . Demostrar que en todo anillo ordenado se verifies 

i ) a<h 

ii) ae A => a 2 

9-20, Sea el aiilio ordenado (Z , 4 ,.). Demostrar 

i ) U “ vi > ix\ — \y\ 

ii )jtf! - iyij <lx + /I 

iii) x\y a yi= 0 => M<lyl 

9-2L Sea A m anillo. Demostrar que I = (x e A / nx = 0 a n e Z > es un ideal de A. 

9-22. Demostiar que todo anillo de division carece de ideaies propios no triviales. 

9-23 . En R 4 se eonsideran la suma ordinaria de cuatemas ordenadas y la multiplicacidn 
defmids por 

Oi,a 2 ,tf 3 ^2 ,*3 ,W = (^i >c 2 ,c 3 ,c 4 ) siendo 

Cj — “ ^2^2 ~ #3^3 ” ^4^4 

c 2 = &ib 2 + a 2 b i 4a 3 b 4 — a A b 3 
c* 3 = aj/> 3 4-a 3 ^i 4 a A b 2 — a 2 b$ 
c 4 = a x b A 4 a^b x 4 a 2 b 3 - a 3 b 2 

Verificar que R 4 es un anillo de division no conmutativo, con identidad 
(1 .0.0,0), Se trata del anillo de division de los cuatemiones. 

En algunos textos se considera la existencia de cuerpos no eonmuiativos. y en 
consecuencia se habla del cuerpo de los cuatemiones. 

9-24. Resolver ei siguiente sistema de ecuaciones en (Z 5 , + 

S 2x4Tv- 2 

/ 

1 lx 4 4/ "5 

9-25. Demostrar que si dos enteros coprimos son divisores de un tercero, entonces su 
producto tambien lo es, 

9-26. Demostrar en (Z , 4 ,.) 

me d (a ,b)= d a a \c a b|c=>ab|a/ 


9-27. Expresando todo enlero positivo en la forma n = 10 d 4 u, donde u denota la 
cifra de las unidades y d el numero de decenas, demostrar los siguientes criterios 
de divisibilidad 

i ) 2 |u -> 2 | « 

ii) 3 1 d 4 u 3 1 n 

iii) 11 \ d — u 11 1 h 

9-28. Detenuinar el m.c.d. positivo por divisiones sucesivas, en los siguientes casos 
i ) 10324 y 146 iii) 21. 3423 

HI 1560 ” 125 !v) 215, 15, 325 

9-29 . En el anillo ordenado de los enteros se verifica 

a \b a 1 b 1 < a b = 0 

9-30. Demostrar que el cociente y el resto de la division entera son unicos. 

9-3L Expresar el m.c.d. positivo de los enteros a y b como una combination lineal 
adecuada de los mismos, sabiendo que se identiflca con r 2 . 

9-32. Por definieion, el entero m es un minimo comun multiple de a y b si y solo si 
i ) a \ m a b\ m 
ii) a | m b 1 m => m\m' 

Si a y b son enteros positives y d y m denotan respectivamente el m.c.d. y ei 
m.c.m. positivos, entonces se verifica d . m — a . b. 

9-33. Demostrar que si a v b son enteros congruentes modulo n, entonces a k es 
congruente a b k para todo k e Z + , 

9-34. Demostrar que (R" x ” , 4 ,.) es un anillo. 

9-35. Demostrar el segundo principio de induction completa citado en 9.15.2. 

9-36. Demostrar que si ac es congruente con be modulo n , y c es coprimo con n w 
entonces a es copgruente con b modulo n. 

9-37., Sea n un entero positivo. Por definition, ei conjunto > tfj. . J ; es una 

dase completa de residues modulo n si y solo si cada elemento pertenece a una 

clase de equivalence determinada por la congruencia modulo n en Z. 

Asi, los enteros -3,5 yl constituyen una dase completa de residues modulo 3, 
pues — 3 eO, 5e2y7el. 

Demostrar 

i ) n enteros constituyen una clase completa de residuos modulo n si y solo si 
dos elementos distintos cualesquiera no son congruentes modulo n. 

ii) Si a y n son coprimos y a 2 , . . . , es una clase completa de 


k 


i 
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re si duos modulo n, entonces ^aaj, aa^t .... aa t ^ es una class conipleta 
de residues modulo n. 

9-38. Demostrar el siguiente teoiema de Fermat: si el entero primo p no es divisor de 
a eZ, entonces (f~~ l es congruente con 1 modulo p f 

9-39. Sean los enteros a, b y n, tales que n 6 Z + y a y n son coprimos. Demostrar 

i ) La ecuacion de congiuencia ax = b (mod n) tiene solucion. 

ii ) Dos enteros son soluciones de la ecuacion si y solo si son congruentes 

modulo n. . 

iii) Si n es primo, entonces jc = a n ~ 2 b es solucion. 

9-40. Resolver las siguientes ecuaciones de congruencias 
i ) 3x^1 (mod 4 ) 

ii) x - 6=0 (mod 12 ) 

iii) - 2x = 12 (mod 11) 

9-4L Sea (K , + r .) un cuerpo. Si b #= 0, entonces ab~ l = ~ , Demostrar 

o 

a , c _ ad + he 
* ) b d bd 



iii) fL = 4. Ill = <L±± A = c + d 

b d b d a — b c — d 

9-42. Demostrar que la intersection de dos subcuerpos de K es un subeuerpo. 

9-43, Sea (Q , + ,.) el cuerpo ordenado de los racionales. Demostrar 

«eN a r eQ + a y e Q* «» x n +y n > — — 

2 n 'i 

9-44. El simbolo Q (\/5) denota el subconjunto de numeros reales del tipo a + b VJ, 
siendo ay b numeros racionales. Investigar si (Q (V5) , *F ,.)es un cuerpo. 

9-45. Sean (K , + ,.) un cuerpo y n un entero posit ivo, Se definen 
0 . e » 0 
1 . e = e 

n . e = e + e + ... '+ e si /a > I 
donde e es la unidad del cuerpo. 

Demostrar 

! ) Ouf) (my) = (nm) (xy) donde n y m son naturales yrevson eiementos 
deK, 

ii ) ( ne) (me) = (nm) e 


I 


i 




i 


9-46 . Per definicion, el menor entero positivo p que satisface pe — 0 se llama 
caracteristica del cuerpo. Demostrar 

i ) Si p es la caracteristica de (K , + , ,), entonces se verifica px = 0 
cualquiera que sea x € K. 
ii) p es primo. 

9-47. Sip es la caracteristica del cuerpo K, entonces se verifica: 

(x + y) p =*x p 

9-48. Sea (K , + , .) un cuerpo ordenado. Por definicion, K es completo si y solo si 
todo subconjunto no vaeio y acotado de K tiene supremo. 

Por otra parte se dice que K es arquimediano si y solo si 
0 <x<y ^ 3 x6N / nx^y 
Verificar que Q no es complete y si es arquimediano. 

9-49 , Demostrar 

i ) Todo subconjunto infinito de un cpnjunto numerable es numerable, 
ii) La union de un numero finite de conjuntos numerables. disjuntos dos a 
dos, es numerable. 

9-50. Demostrar 

i ) La union de toda familia numerable de conjuntos fmitos disjuntos dos a 
dos, es numerable. 

ii) la union de toda familia numerable de conjuntos numerables, disjuntos 
dos a dos, es numerable. 





Capitulo 10 


NUMEROS REALES 


10.1. INTRQDUCCION 

De acuerdo con e! metodo generico erapleado hasta ahora. se estudia en este capi¬ 
tulo el numero real siguiendo dos vfas alternativas: los encajes de mtervalos cerrados 
racionales y las cortaduras de Dedekind; se mencicman, ademas los pares de 
sucesiones monoionas contiguas de racionales. Se llega a establecer que (R , +.j« “ 
cuerpo ordenado y complete. Asimismo, se encaran con cierto detalieS- 
y lalogaritmacion en R. Se demuestra, fmalmente, que R es no numerable. 

10.2. EL NUMERO REAL 
10.2.1. Ecuaciones sin soluciones en Q 

La medida 4e la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos catetos miden 1 esV2. 
numero que satisface la ecuacion 

x 2 —2 = 0 ( 1 ) 

Demostraremos que si un racional es raiz de (1), entonces dicha rafz es entera. 

En efeeto.sea — e Q rafz de (1),ypy q coprimos. 

Entonces 

p\ ~2 = 0 =>p 2 ~2q 2 =0 *>p 2 = 2q 2 =>q 2 \p 2 

<r 

4 b ora bien 

q I q 2 a q 2 I p 2 * <7 I f * <7 1 P ■ P 

y siendo p > q coprimos, per 9-8 ii) results q I p y en consecuencia q=± 1, es 

decir — e Z. 

Q 
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For consiguiente es valida la implication contrarrecfproca: si la ecuacion ( 1 ) no 
admite rafees enteras, entonces dichas rafees no son racionales. 

Frecisamente ( 1 ) no tiene rafees enteras, pues 

Va e Z : la] < 1 =*a 2 -2<0 
VaeZ:lal>2 ==> a 2 - 2>0 

y en consecuencia carece de rafees racionales, es decir, sfl t Q. 

Situaciones de este tipo piantean la necesidad de ampliar el conjunto Q, de mode 
que una parte del nuevo conjunto, que llamaremos R, sea isomorfa a Q. La via que 
eleeimos para este fin es el metodo de ios intervalos encajados de racionales, a iraves de 
los cuales se tiene una representation geometries de interes intuitive, y, cornu 
altemativa, el de las cortaduras de Dedekind. 

10.2.2. Encaje de intervalos cerrados racionales 

» 

Definition 

Intervalo cerrado racional de extremoss y b (siendo a<b), es e! conjunto 
[a , b ] “ 6 Q / a K x ^ b / 

De acuerdo con 9.18.2, el conjunto [a , b] C Q es infinito, porque entre dos 
racionales distintos existe otro, salvo el caso a = b en que el intervalo se llama 
degenerado y se reduce a un unico elemento. 

Amplitud del intervalo cerrado [a t b] es el numero rational b — a. 

Sucesion de intervalos cerrados rationales es toda funcion/, con dominio N, y cuyo 
codominio es el conjunto de todos los intervalos cerrados racionales. 

Una tal sucesion queda determinada por el conjunto de las imagenes 

[a\ i&i] A a i \ * • • • * t a « » 
donde fin)- 


tjempie iihi. 

Los cuatro primeros terminos de la sucesion cuyo elemento generico es 

! 2— -A 2 + — son los intervalos cerrados racionales 
L i 9 i J 



y su representation en un sistema de abscisas es 
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Esta sucesion es tal que cada intervalo esta eontemdo en el anterior, es decir 


n.3P [4-4-] =[4- t] 


motive por el cual se dice que es decreciente. 

Ademas, la correspondiente sucesion de amplitudes a- - a { es convergente a 0, ya 

que 

3-1 = 2 





Es decir, a partir de cierto mdice, todos ios intervalos de la sucesion tienen 
am pi it ud minor que cualquier numero positivo, prefijado arbitrariamente. 

La famSia f 2 — 4- t 2 + y] con i € N es un encaje de intervales cerrados de 
racionales, concepto que precisamos a continuacion. 

Definition 

Encaje de intervalos cerrados racionaies es toda sucesion de intervalos cerrados 
racionales [a t , a\\ C Q, con i e N, que satisface las siguientes condiciones: 
i ) Es decreciente, en el sentido de que cada intervalo contiene al siguiente 


i e N =* [a,, flj] 3 [^h -1 » a U 11 


O bien 


i e N =* Ij+ 1 Cl Ij‘ siendo 1 1 — [#»»#j] 


ii) La sucesion de amplitudes es convergente a 0. 

V £ > 0,3 n a (,£) / n>n 0 => a‘ n - a n < £ 

Es decir, prefijado cualquier numero positivo E, es posible deternunar un numero 
H{i q Ue depende de E, tal que para todo mdice de la sucesion que supere a« 0 ocurre 
aue la amplitud del intervalo correspondiente es menor que E - 


ENCAJES DE INTERVALOS 
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Sea [aj , c/] con i e N im encaje de intervalos cerrados rationales. Entonces se 
verifican las condiciones 

i ) 1! Z\ 2 Z>l 5 D • * * Zl n ~J 
ii) lfm ampl l n - 0 

Los extremos inferiores a f de los intervalos del encaje se liaman aproximaciones 
por defecto, > los extremos superioies al aproximaciones por exceso. 

Se verifica que las primeras constitnven una sucesion creciente de racionales. Ln 

efecto, sea/>/. 

For definition de encaje se itenc L 

y como a s e L resuita € l h es dear. a s < a , < u\ por la definidon de i r 
Luego 

/ > f =* a. ^ 

En consecaencia 

^ ^ #3 ^ ^ ^ * * ° 

Jo que nos due que la sucesion de aproximaciones por defecto es creciente. 

Analogamsnte se prueba ei decrecimiento de la sucesion de las aproximaciones por 

exceso 

a\ 5* cl\ > a 2 > . . . ^ a n ^ • • • 


De modo que un encaje de intervalos cerrados racionales es equivalente a un par de 


sucesiones 



de racionales, que verifican 


i ) Condition de monotonia. 


j tf.A es creciente 
{alj es decreciente 

hU Condition de eontiguidad. 


Se dice que {<z, }y { a- }constituyen un par de sucesiones monotonas contiguas de 
rationales 

Si los intervalos son no degenerados, de la condicion i ) se deduce que toda 
aproximacicn por defecto del encaje es menor que cualquier aproximacion por exceso. 
Distinguimos tres casos 

1 . / = / => ai<a\ ==> a t <aj 

2. i </ => fli < ctj a a; < aj =► tZi < fl/ 

3. i >/ => di < a’i a a’,- <aj ^ a t < aj 
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Se tiene la siguiente representation geometrica de un encaje de intervalos cerrados 
racionales 



La intersection de todos los intervalos del encaje puede ser vacfa o no en Q, En el 

caso de! ejemplo 10-2, se tiene 



£n cambio, el encaje asociado a las aproximaciones racionales de VT tiene 
intersection vacia en Q 

in .«;]=(!»-I 

1 - 4 , 1 . 5 ] 

[a 3 ,a 3 }= [ 1 . 41 , 1 . 42 ] 

[a 4f al] = [l . 414,1 . 415 ] 


n [a.. a’i ] = 

10.2.3. Relation de equivalencia en el conjunto de los encajes 
de intervalos cerrados rationales. EI numero real. 

Sea A ei conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. Cada 
elemento de A es una sucesion decreciente de intervalos encajados, que denotamos con 

\a* .a\ j. 

En A se define !a relacion mediante 

[a,, al]^[bj ,bj] cti < bj a bj Vi Vj (1) 

Es decir, dos encajes de intervalos cerrados racionales estan relacionados si y solo si 
las aproximaciones por defecto de cada uno no superan a las aproximaciones por 
exceso del otro. 

La relacion definida en (1) es de equivalencia, pues satisface 
I. Reflexividad. 

[di , a •] e A =* Oi < a\ a a t < a\ ** [a*, a[] ~[a f , a-] 
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II. Simctrfa. 

[ai.ah-lbi.b’j] **a i <b j a b } <a, - 

=> bj < a,’ a <ii < &/ ** Ri • M ~l a <- “‘I 

III. Transitividad. 

{a f • a,’] ~lfy, &il A l 6 i • b ’)\ ’ c * 1 ^ 

nemost radon) 

Debemos probar 

Vi . VJt : a t < c's a c* < «'i 

Suponemos que existen dos indices m y ", tales que a m > c' n 1 ”’ 

Por hipbtesis 

[a,-. a,'l . bj} => Vi. V /': a,« bj => 

=» V/ : a m < bj U) 

[b, , b-\ ~[t* . c’ k S «* V/ . V k : bj <c k => 

=* V/ : bj < c’„ (4 I 

Graficamente la situacion es 



Restando miembro a miembro 


V/ > bj ~~ bj ^ 

y tomando 0 < a m resulta 

V/ : bj.— bj > 0 

. h'.\ nn es un encaje, contra la hipotesis. 

En consecuencia [bj , } ] relaciones de equivalence, existe una 
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Definition 

Numero real es toda clase de equivalence determinada por la relacion (1) enel 
conjunto de todos los encajes de intervalos cerrados racionales. 

Conjunto de los numeros reales es el cociente de A por la relacion de 

equivalencia. . . 

La notacion a - K K , all denota el numero real asociado a la clase de equivalencia 

del encaje [a t , aft. , , 

Un real se llama racionai si v solo si el encaje representativo de su clase tiene 

interseccion no vacia. Si tal interseccion es vacia, el real se llama irracional. 


Definition 

Numero real 0 es la clase de equivalencia de todo encaje euyas aproximacior.es 
por defecto no son positivas, v euyas aproximaciones por exceso no son 
negativas. * 

El encaje [-- - -M , y todos los equivalentes a ei, defmen el numero real 0 
i i i t 

es decir 

° = K Ljl J1 
L i * iJ 


Definition 

Un numero real es positive si y solo si todos los encajes de su clase admiten 
alguna aproximacion por defecto positiva. 

Un numero real es negativo si y solo si alguna aproximacion por exceso de todos 
los encajes de su clase es negativa. 

En simbolos 

a < 0 o a - / 3 < 0 

a > 0 o cc - Kifl^ jj / 3 Ui > 0 


10.3. OPERACIONES EN R 

10.3.1. Operaciones en A 

En el conjunto A, cuyos elementos son todos los encajes de intervalos cerrados 
racionales. defmimos las operaciones habituales. 

I. ADICION. 

[a,-. a-] + [b t , b’] = [a, + b t , a\ + bj] 

La suma de dos encajes se realiza sumando las correspondientes aproximaciones por 
defecto y por exceso. 
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Esta defiricion satisface las condidones que caracteman un encaje de intervalos. En 
efecto 

i } Monotonia. For ser [a f , afl y [6*, bl] encajes, se verifica 

a i ^ 1 A ^ ^i+ 1 

Luego 

+ *<>! U) 

Analogamente 

a 'i-\ + + ( 2 > 

Sea ahora 

* Vi ,«/+1 + *[+1 j 
fl i+l + 1 ~h £/ +1 ( 3 ) 

De (1), (21 y (3) resulta 

< -v < a\ + b\ 

O sea 

X e [j, + b ,, a/ + b;] 

En consecnencia 

fai+i +$j+1 ,4i + &i+i] c [«i+&i ,<*/ + &/] 

ii) Contiguidad. Sea £ > 0. Por ser [a;, 6,] y [a/ , A/] encajes, existen n r 0 y «i’ 
tales que 

£ 

n’>nl, =*• a n ' — a n ’ < — 

£ 

n 6 ,,,. “• < — 

Para « > ~ max < % , «o 7 se tiene 

£ s £ 

^ ” y b n — b n v ^ 

Sumando 

ffl;+fr;)-(fln + *«)< 2 .y=e 

H. MULTIPLICACION. El producto de dos encajes queda definido por 
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<s NUMI KOSRI AI I S 

Y de acuerdo con II b) el producto es 

Ui ,*/] • [bi M]-U\bi b’i] = 
f 3 1 1 3 2 

= L6-4*-4--!r .-6+4+4 

L ill it 


-l 6 _4.-4.-6 +4---4- 

L i i t r 


*]- 


pues > 0 * Z?; < 0 

iii) Si las aproxim’aciones per defecto de ambos encajes son negativas, la 
multipHcacion se reduce al caso II a) de la siguiente manera 

[a ( , a/ ]. [b, .bl\~ [-al . - a, ] . { b’. - b,\ 


:~2-4-.-2+4- .-3 - 4- . - 3 + 4- = 

l i l J L / / J 

= r ;~ 4-+ 4-1 .[ 3 - - 1 . 3 + -L] = 

L i t J L i i j 

= V A + J_ t6+ i- + 4r = 

l t r / ' i j 

Si a partir de cierto indice las aproximaciones por defecto son positivas, el 
problema se reduce a los casos anteriores considerando 

(j.- - a}] . [bi. b ;] = [a; . a’\. |Zj, , b}\ 

siendo, para i </ , a x <0 a a; > 0 A bj > 0 
Si los encajes son, por ejemplo 


1-3.y.[-3 + 4 -=]-[-* + 4 


+ — 1 i [_ 3 + 4. 4 . . JL 4 . 4! 

4 ’“J' 2 4 8'“J 


v 3-- , 3 H—r* ; , es decir 

liil 




el producto se real i/a 1 partir de / = 3 aplicando II a). 
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10 .3.2. Compatibilidad 

La relacion de equivalencia definida en 10.2.3. es compatible con la suma y el 
producto definidos en 10.3.1. Lo demostramos para la adicion 

j &i ] '"‘■{fy >bj ] *=> a x ^ bj a bj K al 1 
\ci , c ( ] ^[dj y dj] => c'i <dj A dj ^ c\ J 

=> £* + Cj < bj 4* dj A -I- dj < a / 4* c? => 

=* [*, + + c*] - {fy 4- dj , bj + dj] => 

^ f 1 f . r 1 1 f i » r f *n 

^ l«i «I i r iw » WJ [ , i/j iUj yUj | 

10.3.3, Operaciones en R 

For ser la relacion de equivalencia 10.2.3. compatible con la adicion y la 
multipiicaci6n en A, de acuerdo con el teorema fundamental de compatibilidad, 
existen en el conjunto cociente R sendas leyes de composicion interna, llamadas suma 
y producto de reales, unicas, tales que la apiicacion canonica /: A~*R, es un 
homomorfismo. Esto nos dice que para operar con dos reales se considera un encaje en 
cada clase de equivalencia, y se opera con estos en A. Luego se determina la clase 
correspondiente al encaje obtenido. 

La adicion en A es asociativa y conmutativa. Estas propiedades se trasfleren a los 
reales con la suma. 

Neutro para la adicion es 0 = K f 1 11 pues V oc = Kj a . a q se verifka 

L"T’TJ 

a + 0 = 0 +a = K [oj>a /j + Kj-_ 1 

f ,-fj) - 

-f(b, .«;i+[--f. -f]) -/■([.- 7 .*;+ f]) - 

= /([«. . ^]) = K ta ., a ;,= a 

pues [a. - j- ,ai+ —] - [ai, a’] 

Inverse aditivo u opuesto de a = es — a = K(_ a ’_ af j 

En efecto 

a + (-a) = (- a) 4- a> = K (a . ja ;j +K ( _ a ;,_ aj] = 

=/([uj.a/]) + f ([- a-, «,]) = /{{ai - a-, a\ - a,]) = 


- 4 - 7 ■!])=» 


En consecuencia (R, + ) es grupo abeliano. 
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for otra parte, el producto en A es asoeiativo y connrutativo. Estas propiedades son 
validas en R. Neutro para el producto es 

1 = K( a , 0 ?| tal que > 1 a a [< 1 

Asi 1 — ^ |1+ .ijj ysetiene 

P -1 = 1 .P“K, 6|f fc{j 1+ •J=K, 6t ,fc { -)»P 

Todo real no nulo admits inverse multiplicative. En efecto. dado 

a - K( ai<0 fj > 0 con u. > 0 

entonces 5 = K r L j i e$ e! ^ciproco de a. pues 
La/ ’ °7 j 

a . a" 1 = of 1 . a = Kra s . ^/i = 1 
Luego (R H 0 r, .) es un grupo abeliano. 

Analogamente se prueba la distributividad de ia multiplicacion respecto de la 
adicion en R, lo que confrere a la terna (R , + , ) estructura de cuerpo. 

Ejemplo 10*4 

Si « = K [o . ail <0 
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10.4. 1SOMORF1SMO DE UNA PARTE DE R EN Q 

Sea Rq el conjunto de los numeros reales definidos por clases de equivalence 
asociadas a encajes de intervalos con interseccion no vacia en Q. La funcion 

/: R q -*Q 

que asigna a cada element© de Rq el numero racional correspondiente es un morfismo 
biyectivo respecto de la adicion y multiplicacion, y en consecuencia es un isomorfismo 
que permite identifier algebraicamente a los conjuntos Rq y Q. 

SO S. CUERPO ORDENADO Y COMPLETO DE LOS NUMEROS REALES 

En R se define la relacion < mediante 

a < *3 o 3 7 > # 0 i i 3 = a -b 7 

Esta dctinicion caracteriza un orden ampiio y total en R, compatible con 1a adicion 
y multiplicacion, es decir 
i ) + 

ii) a <0 a 7>0 =* ay<py 
La relacion < se define de ia siguiente manera 

a<j3 o a<0 a 

En R se verifies la propiedad de Arquimedes 

0<a<0 =*■ 3neN/J<not 

Por otra parte, R es complete en el seniido de que todo encaje de intervalos reales 
define un unico numero real, y en consecuencia, todo subconjunto no vacio de 
numeros reales, acotado superiormente, tiene extreme superior. 

Las condiciones anteriores conducen a la siguiente proposition: el cuerpo (R , + , ) 

es ordenado, arquimadiano v complete. 

10.6. CORTADURAS EN Q 

10.6.1. Concepto 

Introducimos ahora un metodo alternative para definir el numero real a partir de Q, 
basado en las cortaduras de Dedekind. 

Definition 

El subconjunto A C Q es una cortadura en Q si y solo si verifies 

i) A^0 a A^Q 





NUMEROS RKALES 


ii ) X e A a y<x >» e A 
iii) xeA / x<y 

La condicion i ) significa que una cortadura en Q es una parte propia y no vacia de 
Q. Ln iii) queda especificado que A carece de maximo. 

Es claro que toda cortadura en Q caracteriza una particion de Q que denotamos 

mediante |a , A C 1. Los elementosde A c son cotas superiores de A. 

Ejemplo 10-5, 

Los siguientes subconjuntos de Q son cortaduras 

a ) A ~ < x e Q - x < ™j” \ 

En este caso ~ e A c es ei extremo superior de A, es decir, el primer elemento del 
consume de las cotas superiores de A. 

b) A = Q~ u\Q> u^x eQ* l x 2 < 2> 

Las condiciones i ) y ii) se satisfacen obviamente. Comprobamos que A carece de 
nm;mo utilizando la funcion de Dedekind 

/ Q Q definida por 


fW=y 


x (x 2 4- 6) 
3 x 2 + 2 


i ) 


ii) 


x (x 2 + 6) x 3 + 6x - 3x 3 - 2x 

y ~ x = T3FT2.. 

4 x — 2 x 3 2x(2-x 2 ) 

3x 2 +2 ~3x* +2 

x 2 (x 2 +6f 
(3 x 2 4- 2) 2 

= x : (x 4 H- 36 4- 12 x 2 ) - 2 (9 x 4 44412 jc 2 ) 
(3* 2 4- 2) 2 

= x 6 - 6x 4 4- 12 x 2 -8 _ ( x 2 ~2) 3 
(3 x 2 + 2) 2 (3 x 2 4- 2) 2 


iii) A no tiene maximo. En efecto, sea 

x>0 a xeA=*x 2 <2=»x 2 ~-2<0 
Siendo x > 0, de acuerdo con i ) y ii ) se tiene que 


y - x > 0 a y~ - 2 < 0 
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Es decir 

3 je e A ! y > x 

En consecuencia, A carece de maximo. 

De mode analogo se prueba que B no tiene mfnimo. 

10.6.2. Propiedad. Si A es una cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor 
que todo elemento de A c . 

xe A a yeA c **x<y 

En efecto, si fuera y <x, como x € A, entonces por la condition ii ) de la definition 
resultaria v € A, lo que es contradictors con la hipotesis. 

Ejemplo 10-6, , 

Todo racional a determina una conadura en Q. definida por 

A ={yeQ / x<a] 

EI numero a se llama frontera racional de la cortadura y se identifica con el mmimo 
de A c . En el caso b) del ejemplo 10*5, no existe frontera racional. 


10.6.3. El numero real 

En el conjunto de todas las cortaduras en Q se define la siguiente reiacion de 
equivalencia 

A ~B o A = B 


Las clases de equivalencia se llaman numeros reales, y por ser unitarias se las 
identifica con la correspondiente cortadura, es decir 

* K a = A 

A -t 

Suele utilizarse la notation K A = a. 

En este sentido podemos decir que numero real es toda cortadura en Q. Si la 
cortadura tiene frontera racional queda defmido un real racional, y en caso contrario el 
real se llama irrational. La cortadura b) del ejemplo 10-5 define al numero irrational 
y/2. • - 

Los conjuntos de los numeros reales racionales y de los reales irracionales son, 
respectivamente 

Rq = {Aj / A t - es cortadura a Af tiene minimoj> 

^ = <f A* / Af es cortadura a A* carece de minimoj> 
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La cortadura definida por el numero racional 0 es el numero real 0 

0={x eQ I x< o) 

10.6.4. Relaci&n de orden en R 

Sean A y Blascortaduras correspondientes a los rnimeros reales ay 0. 
Definition 

a < fi o A C B a A ¥* B 


Definition 

El numero real a es positivo si y solo si 0 < a 
Se verifica que la defmicion anterior determina un orden estneto y total en 

10.6.5. Adicion en R 

Sean A y B las cortaduras que definen a los rnimeros reales a y 0. El conjunto 
C =|a +• b / ae A a b e B j 

es ana cortadura en Q. 

En efecto 

i ) Por defmicion, es C ^ <p 

Ademas. como existen .v e A c a y e B*, por 10.6.2. se tiene 
a<x a b<y => a + b<x+y ~x+y4C =>x^yeC 

Luego C c =£<t>y en consecuencia C # Q 
ii) Sean 

xeC a y <x . Entonces x = a + b I ae A a be B. 


» nj .> v*. » • x ^ Conto v x se tiene 
Consideremos - e Q .* - - 1 a - 

„ ± h < 5 4 - h ?<a *► 2€ A y lesuita > v € C 


an V e C - x - a + 6 tales que a e A a b e B. For ser A una cortadura, existe 
, e A tal que s > a, v en consecuencia existe y = z+be nC. tal que v > x. 
El numero real 7 correspondiente a la cortadura G se llama suma de a y (3, y puede 
escribirse 


a + /3 = |' a + b / ae A 


La defmicion propuesta caracteriza una ley de composicion tntema en R, asociativa, 
con n,u "o i«»al . 0, con ,»v«m aduivo p.m ,odo .lemon,o d. R, y conmuf,,... 0 
sea (K . + ,)es grupo abeliano. 
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La cortadura correspondiente al opuesto de a es 

B — — A = e Q / - x es cota superior no minima de A j 

10.6.6. Multiplication en R 

Dados los numeros reales no negatives a v 3, definidos por las cortaduras Ay B, 
respectivamenle.consideramos el conjunto 

C ~ u (ah / ae A * h e B a a>0 a b > 0 j 

Procediendo como en 10.6.5. se prueba que C es una cortauura cl. Q y c#. 

real que se obtiene se llama producto de a v 3* 

Esta defmicion se completa de la siguiente manera 

J -ja| 131 si(a>0 A (3<0) v (a<0 a 0>O 
^ X \a\ 131 si a < 0 a 3<0 

Se demuestra que esta ley de composicion interna en R es tal que (R — \ 0) , ) es 
grupo abeliano. y ademas, distributiva respecto de la adicion, es decir, (R , + ,.) es un 

cuerpo. 

Por otra parte, la relation de orden definida en 10.6.4. es compatible con la adicion 

v multiplicacion en R. , , , , , 

Es de advertir que la operatoria con numeros reales sobre la base de cortaduras es 

inadmisible; en este sentido se recurre al metodo de los intervalos o de los pares e 
sucesiones monotonas contiguas. La ventaja de las cortaduras es esenc.almeme teonca. 

10.6.7. El cuerpo ordenado de los numeros reales 

El orden defmido en 106.4. es compatible con la adicion y multiplicacion en R. 
pues verifica 

i) a<0**a[ + 7<0 + 7. 

ii) 0<a<0 A 0<y —ay<0y 

Demostramos la primera teniendo en «ie«ta 

a<(S => « + 7 <|3+7 

Si fuera 

a + y — p + 7 

Por ley cancelativa en (R , +), resultaria a = P , contra la hipotesrs. 

Luego 

a + 7<0+7 
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10.6.8. Densidad de Q en R 

El conjunto Q es denso en R, pues entre dos reales distintos existe un racional, es 
decir 

a <fi => 3 r e Q / a <r<0 

Por definicion 10 . 6 . 4 . 

a < j3 =» A C B a A^B 
=>3beQ I be B a b i A 



Sea r > b a r e B. Con side ran do la cortadura R asociada a r\ como 

reB A r 4 R => R C B a R # B ^ 
^r<fi ( 1 ) 

Por otra parte 

be R a HA^ACR a A =£ R =* 
=>a<r (2) 

De ( 1 ) y (2) resulta 

3 reQ I a<r<fi 


10.7. COMPLETITUD DE R 

10.7.1. Concept© 

Nos proponemos demostrar que R es completorio que equivale a aflrniar que todo 
subeonjunto no vacio y acotado de R tiene extremo superior en R. Esta propiedad no 
es valida en Q, pues el subeonjunto no vacio 

A={,eQ*/r<2}c Q 

carece de extremo superior en Q. 


f 
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10.7.2, Teorema de Dedekind. Si {A , b) es una particion de R que verifica 

aeA a peB a<fi 
entonces existe y es unico el numero real y que satisface 

a<y^fi VaeA VfieB 



a) Existencia. 

Sea C - A O Q ~ i\x e Q / x e A > 


C es una cortadura en Q. En efecto 

i) Por ser {A „ B } una particion de R, es 

A=£<p =* 3xeA / xeQ -> AC\ Q =£ # 

=> C ^ 0 . 

Ademas. si 0 e B a jc $ B, entonces x 6 A cuaiquiera que sea aeA f pues a<fi. 
Luego x t C, y como x e Q, resulta C ^ Q. 

ii j x eC a y < x => 3 a e A I x e A => 

=>3ae,4/yeA=>yeC 
iii) x e C => 3 a € .4 / x € A => 

=> 3 y e A j x<y => y € C 

Resulta, de acuerdo con 10.6.1., que C es una cortadura en Q, y en eonsecuencia 
queda probada la existencia del numero real y. 

b)a<Y<j3 Voted VfieB 

Es obvio que ot < 7 *Por otra parte, si existiera fi € B tal que fi < 7 , entonces existin'a 
x e Q tal que x e C a x e B. 

Ahora bien 

xeC 3 aeA I x e A 


y en eonsecuencia fi < ot, contra la hipotesis. 

c) Unicidad. Supongamos que y y y u satisfacen las condiciones del teorema, siendo 
y < y\ Como entre dos reales distintos existe otro 7 ”, se tiene 


y < 7 ” \ 

7” <7’ => 7” eA i 


=> A n b & <j> 


lo que es contradictorio con la definicion de particion. 
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Una conseciisncia inmediata del teorema es que A tiene maximo, o bien B tiene 
minima, pues 

y e R =» y eA v y eB «=> y esel maximo de A , o 7 es el minimo de B 
Ambas situaciones no pueden present arse, pues A O B ~ $ 

10.7,3. Teorema. Todo subconjunto no vaeio de R acotado superiormente tiene 
extreme superior. 

Dado 0 rXCR definimos 

A = h v e R / v <x a x e X • 

y sea A c = ZL 

Se tiene, entonces, que ningun elemento de .4 es cota superior de X. y, en cambio, 
todos los elementos de B son cotas superiors de X. El teorema se reduce a probar que 
8 tiene minimo. Observamos primero que .4 y B satisfacen las hipotesis del teorema de 
Dedekind 

ai z e R =* : e A v 1 eB 

b) .4 C\B = $ 

c) x eX 

Luego 

y < x => y € A ** A # $ 

Por otra parte, como X esta acotado superiormente, 

3 y e R/x e X ==» x<y =>B^(p 

Estas tres ccndiciones establecen que (A , B }e s una particion de R. 

d) Sea ah ora a e A . Entonces 

3 X C X. ; & < X 

Si j3e£f. entonces x < ^ En eonsecuenria, a < 0, o sea 

a e A a 0 e B ^ a < 0 

Por el teorema mencionado existe un unico numero real que es el maximo de A . o 
bien el minimo de J5L Se trata de probar que vale esta ultima situation. En efeeto. sea 
’ ae A: entonces existe x e X tal que 0 : < x. Ahora bien 

a<a <x =* a' e A 

y en eonseeuencia A no tiene maximo. 

Luego B tiene minimo y es el extremo superior de X. 
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10.8. POTENCIACION EN R 
10.8.1. Potenciaeion con exponentes enteros 
Definicion 


i ) 

a° = I 

si 

ae R 

a a i= 0 


ii) 

a 1 = a 

V 

a e R 



iii) 

cT l = 

a" 

, a si 

n e N a 

1 

!V) 

a'" = ( 

" 1 

•*, a 

■)" si 

a 0 

a neN 


10,8.2. Radication de mdice natural 

Teorema. Dados aeR"y«eN, existe un unico numero real positive 0 que verifica 
0 n =a. 

Demostracion) ' 

Es suficiente probar ei teorema en el caso en que <*< 1. Si a > 1, entonces existe 
keZ* tal que k > por la propiedad de Arquimedes. Ahora bien 

k > a =► k n > a =* ~~ < 1 

a „ „ _ „ 

Sea - = cl (1). Como a’ < 1, si $ es tal que 0’ n = a’, entonces para/3 = kfi se 

k n 

“ ene 0" = k n 3 ,n = k n a (2) 

Por (1) 

a — a (3) 

De (2) y (3) resulta 

Basta considerar pues la situacion para a < 1 . 

Sea 

, s = (jceR//<a} 

Como S esta acotado supenormente por 1 , admite supremo. Sea este: 8 
Proharemos que ~ a. Consideremos a e R tal que \a\ < I, y sea 

= 0 "+ | 

= 0" +<z f ) (")0 n - i a i '- 1 
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1 :nionces 

(0 + a •)» - fiT * a f C" )/3"-' a‘“ 1 

Toman do modules 

Por modulo de la suma y del producto se tiene 

\0+a) n ~~0 tt \<\a\ iy:j0 rt ^ l \a\ l ~ i 

V como \a\ < K resulta 

W+tff -if!<k! i ( n )ff'-‘ 

i= 1 U > 

Haciendo f | )p n '"‘ = b nosqueda 

f= i 1 J 

I (8 + af — p n i < £ jai 

Si fuera p rt < a. defmiendo 



;; ?r«o a < 1 y b > 1 . resulta 0 < a < 1 . 

F.ntonees 

0 <0+a) n -0T <b- - =a — p" => 

=> (0 + a>” - j3" < a - 0" => 1 

=» (0 +j) n <a => 0 +aeS 

Hs dear, a S perteneee el numero real 0 + a, que es mayor que el supremo io que 
e irstirdo. 

De modo que no es posible que j 

P" < a 

\suiiogamente se deduce la imposibilidad de que 

tr >o 

R Milta entonces 

!\ 


p” ~ a 
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Ahora bien, jS es unico, pues si existiera ? ^ P en R , tal que se 

presentanan dos alternativas 

i) 0<P’<P *+ 

=> a<a 

ii) 0<P<P' ** a~p n <{? n ~Cc «► 

=* a<a 

lo que es absurdo. Luego, p es el unico numero real positive que verifica 

i3 n -a 

Definition 

0 es la raiz H-sima aritmetica exacts de a e FT 
La notacion es 

i 

P = 

Se presen tan los siguientes casos: 

a) Si a > 0 v n es par, entonces existen dos raices /7-simas en R. 

Pi - va a 0 2 =“ 

b) Si a < 0 y n es par, no existe %/oT 
e) Si a < 0 y n es impar. entonces 

p = — yf^~a es tal que P < 0 v 0 n = a 


[0.8 3. Propiedades de la radicaeion con indice natural 
Sean 

aeR* a PeR + 


!. V<*0= 

En efecto 


A '/$->' P or 10.8.2. 

<* = *" a p=y n 
11 

ap = (x v) n 

\/aJ = .xy 
11 

x/cTp = \/a W 



m 
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10.8.5. Potenciacion con exponent© real 

Sean a > 0 y 0 e R. 
i ) a>l 

0 esta definido por el encaje de intervalos cerrados racionales [b*, b[\ 

Se tiene 

b j b 2 b 3 ^ ^ b 3 ^ b 2 h j 

Como or> i . re sulfa 

G h ° < a &3 < a* 3 < . .. < < a 6i 

Ademas, V £ >0. 3 tal que 

„ b ’* _ „b rt fbh"bn i \ ^ C 

n > n 0 =» a — a * a (a 1 > <. c 

En consecuencia 

[a 6 ', a 6 '] 

es un encaje de intervalos cerrados en R que define al unico numero real otP. 
ii) Para a < 1 , el encaje 

{ oP 1 , op 1 } = 

10.9. LOGARITMACION EN R* 

10.9J , Concept© 

Uados d € K . b c R y o tF- i, un unico nusnsro reauT tui quc vcriiicu 

b x ~ a 

x se llama logaritmo de a en base b. 

Definition 

k>g b a = x <=> b x = a 

10.9.2. Propiedades. Sean m e R + , n e R *, b e R * y b ^ 1. 

I. Logaritmo del producto. 
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10.10. POTENCIA DEL CONJUNTO R 

Nos proponemos demostrar lo que hemos anticipado en 9.19: el conjunto de !os 
numeros reales es no numerable. El numero cardinal correspondiente a R se llama 
potencia del continue y se denota por c\ 

10.10.1. Teorema. El intervalo cerrado [0,1] es no numerable. 

Suponemos que [0 , 1] es numerable. Esto significa que N - [0 , 1], y en 
consecuencia, por definition de coordinabilidad, existe 

/: N [0 . 1] tal que f es biyectiva. 

Por ser / sobrevectiva, la imagen de N se identifica con [0,1], es decir 

[0 , l] =(/(!) J {2) ,/(3). ...V 
* 

Sea [0. 1 J = U. Mediante los puntos de abscisas 1/3 y 2/3 subdividimos a U en tres 
subintervalos de igual ampiitud 



1/3 2/3 


, Ahora bien: /(l) pertenece a lo sumo a dos de los tres subintervalos. En este easo, 

seleceionamos aquel subintervalo al cual no pertenece /(I). Pero si pertenece a uno 
solo, elegimos. entre los dos a los que no pertenece, al de la izquierda. Queda asi 
L'aracteruado U i tal que 

Subdividimos a este en ties partes iguales, y con el mismo procedimiento 
) seleceionamos U : tal qjie 

/( 2)<U, 

Analogamente, para/(3) queda definido U 3 de modo que 

/(3) 4 U 3 



Se tiene asi una sucesion de intervalos Lq, U., U 3 ,... que verifica 
i )U| 3UOl'j2 ... tales que V n : / (n) 4 U n 


i 




numeros reales 


ii) Como la amplitud de U n es yr . se tiene que la sucesion de las amplitudes 
es convergente a 0 . 

En consecuencia, se trala de un encaje de intervalos cerrados en R, que como 
abemos define aun unico numero real x 0 e U, siendo 

f x \ = n u. 

\Qj i€ N * 

Como/es biyectiva, dado x Q € U, existe n 0 € N ta! que 

/ ( n Q ) = eli, para todo 6 N 

Pero por la ekeeidn de los U n , / Di 0 ) = *o proposicion que a contradictors 

eon la anterior. Luego, [0 . ij es no numerable. 


10.10.2. Teorema. 

Si a < b, entonces (a , b] es coordinate a [0 , l J, 

Basta definir 

/ : [ 0,1 ] -* [a , &] mediante 
f(x) = a+x ( b-a) 

Es inmedia to que/resuita biyectiva, y en consecuencia [a , b] - [0,1 ]. 

10J03. Potencia de R 

Por definition, el conjuruo A tiene potencia c si y solo si A es coordinate a[0,1 ]. 
Se proponen como ejercicios, las demostraciones de las siguientes propiedades- 

i ) Si a < b, entonces (a , b) [0,1] 

ii) La union disjunta de un numero finito de conjuntos de potencia c tiene 


2 A. - 10 , 1] 


iii) Joda union numerable de conjuntos disjuntos de potencia c tiene potencia r. 
c(A,*) = c =** 2 A, ~~ [0 , 1} 

ieN 

En el ejemplo 4-20 hemos demostrado que la funcion/: R-+(- 1 , l)defmida por 


es biyeetiva. 


il 
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TRABAJO PRACTICO X 


Ji)*S Demostrar que si la ecuacion con coeficientes enteros 

i~0 

tiens raices racionales, entonces dichas raices son enteras. 

10-9. Utilizando el contrarreciproco del teorema anterior, demostrar 

i ) y5 no es racional 

ii ) La razon entre la diagonal de un cubo y su arista no es racional. 

10-10. Demostrar que toda raiz entera de la ecuacion del ejercicio 10-8 divide al 
termino independiente, 

10*11. Demostrar que la ecuacion 3 x 3 —x = 1 carece de raices en Q, 

10*12, Demostrar que %J~2 + es irracional. 

10-13. Verificar que [3,3+ y j y [3 - ,3 + son encajes de 

intervalos cerrados racionales equivaientes, 

10*14. De terminal las tres primeras aproximaciones por defecto y por exceso de los 
encajes que definen a V2 y ■n/S", y efectuar 

VT+vT.VT- s/1,s/l.s/1 y s/2: s/1 

10-15. Obtener las cortaduras en Q que definen a sj3y a s/5- 

10-16. Obtener los subconjuntos de R que satisfacen a 

i ) |x + 2| « 2 iii) x 2 <5 v ) x 3 < x 

ii ) |x + 21 > 1 ,iv)x 2 >5 vi) (x + 2) (x - 1) (x - 2) x < 0 

Determinar en cada caso la existencia de cotas y de extremos. 

10-1 7. Comparar los numeros s/l + s/2 y s/5, y si son distintos determinar el menor. 

10-18. Sea X = (x = -t- / n e n} . Verificar que X esta acotado y determinar, si 
existen, el supremo y el infimo en Q. 
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10-19. Estudiar la acotacion y la existencia de extremos de los conjuntos 
j ) A={xeR + / x 2 <2} 

ii) B = {x eR / x 2 >2} 

iii) C ={xeR + / x 2 >l) 

10*20. Sean A y B dos subconjuntos acotados de R tales que a - sup Ay b ~ sup B. 
Demostrar que el supremo de 

C = x 4 - v / x e A a y e B; 

es a 4- b. 

10*21. Determinar los extremos de 

A = l x e R / 3 x 2 - 2 x - ! < 0 ! 


10*22. Sea A C R y acotado. Demostrar 

a = Sup S £ >0 => 3 x e A / a - Z <x<a 
10*22. Demostrar las propiedades III y IV que figuran en 10.8,3, 

10*24. Demostrar las propiedades i ), ii ) y iii) enunciadas en 10.10,3. 

10*25. i ) Efectuar 

r.. ■ ^ ~ x ^ v f x -. 

\ ( y/2 + s/1 + s/TJ (s/2-s/1-s/i) (s/3-s/2-s/1) {s/1 + VT- sfSJ 

ii ) Comparar 

^ t 1 
log 2 5 y log % — 


10-26. i ) Calcular + 2 ^4 -1^32 

ii) Determinar 1(5s reeiprocos de 

s/J-s/1 ; 1 +s/5-s/J 

10*27. Resolver las ecuaciones en R 

i ■) log - x + log 3 : -(2 x) - 2 log 2 X = 1 

V 2 \f 2 

!) ^-'-OnT 

10-28. Resolver en R 

4> ,+1 -3 A y - 1 =0 
10-29. Determinar x e R + sabiendo que 


X s >* - (s/xY = 0 



Capitulo 11 


EL CUERPO DE LOS NUMEROS COMPLEJOS 


11.1 INTRODUCCION 
* 

Presentamos en esta unidad la teon'a y la ejercitacion basicas reiativas al estudio de 
los numeros complejos. La generation del conjunto C y de las operaciones en el es la 
habitual: una relation de equivalence en R* que presenta la ventaja de caracterizar 
clases an it arias y la consiguiente identification con C. Se definen las operaciones de 
adicion y de multiplication, se destaca el isomorfisnio de una parte de C en R, y 
ademas de ia forma binomica se introducen las formas trigonometrica y exponencial. 
Queda resueito el problema de la radicacion y de la logaritmacion, no siempre posibies 
en R. Se introduce, ademas, el concepto de rafces primitivas de la unidad. 


11.2. EL NUMERO COMPLEJO 

11.2.1. Ecuationes sin soluciones en R 

El ejempio mas conspicuo de una ecuacion sin rakes reales es 

x 2 4- I = 0 

ya que. cualquiera que sea x € R, se vert flea a* ^ 0, y en consecuencia 

* a +l>0 

De un modo mas general, la ecuacion ax 2 + bx + c = 0 con coeficientes reales no 
tiene soluciones en R si el discriminante b 2 — 4 ac es negative. 

Se hace necesaria la ampliation de R a un conjunto en el cual puedan resolverse 
situaciones del tipo anterior, de manera que R sea isomorfo a una parte de el. Tal 
conjunto es el de los numeros complejos. 
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11,2.2. Relaeion de equivalencia en R 2 y numeros complejos 

En el conjunto R 2 , de todos ios pares ordenados de numeros reales, definimos la 
relaeion ~ mediante 

(a , b)~(c ,d) o a = c a b~d 

Esta relaeion es la identidad, y obviamente es de equivalencia; se traduce en el 
siguiente enunciado: “dos pares ordenados de numeros reales son equivalentes si y solo 
si son identicos”. 

Cada clase de equivalencia es unitaria. y se la identifica con el par ordenado 

c^rrzspondicate, es dedr 

Ki.,6 )-(<«.*); 

La identificacion que proponemos, en virtud del unitarismo de las clases nos 
permite escribir 

K»(«,*) 


Definition 

Numero complejo es todo par ordenado de numeros reaies. 

El conjunto de los numeros complejos es C = R 2 

Es decir 

C — {(a ,b) f a eR a deRj 

La notacion usual para los numeros complejos es 2 = (a , b). 

y Definition 

Pane real de un numero complejo es su primera componente. Parte imaginaria* 

su segunda componente. 

Con vie ne advertir que las partes real e imaginaria de un complejo son numeros 
reales. Las notaciones son 

Re (z) — a a Im (z) - b 

Introduciendo un sistema cartesiano, los numeros complejos se corresponden con 
los puntos del piano. La abscisa de cada punto es la parte real, y la ordenada es la parte 
imaginaria. Por otro lado, a cada complejo le esta asociado un vector con origen en el 
on gen del sistema, y cuyo extreme es el punto determinado por el par ordenado 
correspondiente. 
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Los complejos de pane imaginaria nuia, es uecii, los pares ordenados del tipo 
(a 1 0), son puntos del eje de abscisas. Los complejos de parte real nula caracterizan el 
eje de ordenadas. 

Definition 

Un complejo es real si y solo si su parte imaginaria es cero. 

Un complejo es imaginario si y solo si su parte real es cero. 

Ejempio 11-1. 

Determinamos anah'tica y graficamente ios complejos z = (x . y) que veriflcan 

i ) Re (z ) = 2 

Resultan todos los pares ordenados para los cuales x = 2, es decir, z = (2 , y). La 
ecuacion x - 2 corresponde a la recta paraleia al eje de ordenadas que pasa por el 
punto de abscisa 2, 

ii ) Im (z) < 3 

La condici6n anterior se traduce eny < 3, y corresponde al semipiano que contiene 
al origen, cuyo borde es la recta de ecuacion y = 3. 



iii) Re (z) + Im (z) = 1 
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Se trata de los complejos z = (x , v), tales que x + >’ ~ 1. Queda definida asi la 
recta del piano que pasa por los puntos (1 , 0 ) y ( 0 , 1 ). 



11.2.3. Opeiaciones en C 

En € - R 2 se defmen la adicion v multiplicacion mediants 

1. {a ,b) 4- (c ,d)~(a + c , b + d ) 

2 . (a ,b) . (c >d) = (ac - bd , ad + b c) 

Estas leyes de composicion interna en C verifican las siguientes propiedades: 

I) (C , +)es un grupo abeliano. La justification esta dada en los ejemplos 5-2 y 5-5. 
Complejo nulo es el par (0,0), y el inverse aditivo de todo complejo z = (a , b) es 

—2 = (— a -b) # 

|j) (Q — ,.) es un grupo abeliano. El simbolo 0 denota ei complejo nulo (0,0). 

Verificamos los axiomas 

G t : El producto es ley de composicion interna en C, por la definition 2. 
zeC a z'eC => z . z’e C 

G 2 : Asociatividad. 

ij, - ? >, z ” = Ha , b)Aa\b *))., d’1 - (aa *-bh\ ah' + ba') 

- {aa'a” ~ 66 fe" - ah’b” - - W>V + adfr” ^ &«V'} 11 * 

z. (r\ z”) = (a, 6 ) l(<r\n .<<T\&”)}- (a , b)(a’a ”- b*b'\a'b” + oal - 

— (aaV* - ab’b” - ba*b” - bb*a’\aa t b” + a ” + baa" - ( 2 ) 

De (1) y (2) resulia 

<zz’)z” = z (*'*”) 

G 3 : Elemento neutro es el complejo (1 ,0). En efecto, si z = (x » y) es neutro para 
el producto, debe satisfacer 

{a , b) . (x , 3 ;) = (x ,y) . (a , 6 ) = (a , &) 


V (a ,&) eC 
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IX CUERPO m LOS NUMEROS COMPLi JOS 


Luego 


O sea 


Ax _ _ a _ Ay _ — b 

A a 2 + b 2 V y ~ A 


z 


-l 



a 2 +2,0 


G s : Conmutativida^, 


z,z f ~(a.b).{a’,b’)~(aa y — bh* t ab’ + ba’)- 
- (a*a — b f h , b a + a b) = (a \ d ? ) (a > b)~z z 


de acuerdo con la defmicion de multiplicacion en € y la conmutatividad del producto 
en R. 

Ill) El producto es distributive respecto de la suma. En efecto 

(- + - *)-” = [(£ , b) 4- (a \ &')] (a\ b") ~ {a + a \ b + b”)^ 

= (aa n + a , a”—bb” — bT>” f ab” + a'b” 4- ha” + b’b”) = 

— (aa” — bb fl , ab” + ba ”) + (aa” — b*b ”, a’b” + b*b ") = 

— (tf f b) . (j*\ &”) 4- (a\ &’} (a”, &*') =s zz" + ;;' ! 

For adicidn en C, nultiplicacidn en C y conmutaiividad de !a suma en R. 

En consecuencia, la tema (C , + , es un cuerpo. La diferencia esencial que 
presents con relacion al cuerpo de ios numeros reales consiste en que es no ordenado. 
En efecto, si fuera ordenado, como i # 0, caben dos posibilidades: 

i > 0 6 i < 0 

En el primer caso, por la compatibilidad de la relacion respecto del producto, se 
tiene i 2 > 0, es decir, — 1 > 0. lo que es absurdo. 

En el segundo caso es 0 < /, y en consecuencia, — i < 0, y por la compatibilidad con 
el producto resulta — i 2 < 0, o sea, 1 < 0, !o que tambien es absurdo. 


Ejemplo 11-2. 

Sean Zj ={—2 ,3) , z 2 -( 1,2) y z s =(— 3 1 ). Efectuar — z 2 ). z 3 

(~i ~z 2 ) z 3 — [(“ 2,3)"(1 ,2)] (-3,-1)- 
= (~3 ,1)(—3 1 > = fQ Hh 1 ,3 ~3) = (10,0) 
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11 . 3 . ISOMORFISMO DE LOS COMPLEJOS REALES EN LOS REALES 

g ea £ r = | ( fl # b) € €/ b — 0 j> el conjunto de Ios complejos de parte imaginaria 

nula/La funcion /: C R ->R, defmida por f(a , 0) - a, asigna a cada complejo real su 
primera components. 



La aplicacidn / es obviamente biyectiva. y ademas un morfismo de C R er, R 
respecto de la adicion y multiplicacion. En efecto, sean z — {a ,0) y z f — (a’,0); 
entonces 

f(z +:’) =/[(a , 0 ) + (a’ , 0 )] =f(a + a’ 0 ) = 

= 0 +a*=f(a , 0 ) +f{a\ 0 ) ~f(z) + f(z’) 

Por otra parte 

f(z z’)=f{(a,Q)(a\Q)\~f{aa\Q) = aa’ = 

= f(a,Q)f(a\0)=f(z)f(z r ) 

En consecuencia, f es un isomorfismo de C R en R respecto de la adicion y 
multiplicacion; o sea, £ R yR son conjuntos indistinguibles desde el punto de vista 
aigebraico. 

El isomorfismo permite identificar cada complejo real con el real correspondiente, 
es decir, (a , 0 ) — a. 
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La multiplicacion de un complejo real por la unidad imaginaria permuta las 
componentes de aquel, es decir, lo trasforma en un complejo imaginario. En efecto 

(b ,0) . i = (b , 0). (0,1) = (b. 0- 0.1 , b . 1 + 0.0) = (0 , b) 

y por el isomorfismo de los complejos reales con los reales, se tiene 

bi ~ (0 , b) 

Las potencias sucesivas de la unidad imaginaria son 


1 2 =( 0 , 1 ). ( 0 , 1 )«(— 1 , 0 ) — - 1 

1 3 = i 2 . i = (— 1) . * = — i 


Analogamente 


Si el exporente es de la forma 4 k con k e Z, se tiene i — 0 ) ^ ^ 

En general, si el exponente de / es a € N, al efectuar la division por 4 se tiene 
a = 4 q 4- r, donde 0 < r < 4. En consecuencia 

f = i 4q+r = . ?' r = 1 . i r = i r 

y este ealculc se reduce a uno de los cuatro considerados en primer termino. 


11.4,2. Forma binomica de los complejos 

Sea z — {a , b) un numero complejo. 

Por defmidon de suma 

z = (a , 0) + (0 , b) 

Por el isomorfismo «le los complejos reales con los reales, y por 11.4.1, tesuiia la 

forma binomica 

2 = a + bi 

La eonveriencia de la forma bind mica se pone de manifiesto al efectuar operaciones 
con numeros complejos. evitando el calculo con pares ordenados, que es mas laborioso. 


Ejemplo 11-3. 

Sean z t =(— 2,3) , z 2 =( 1,2) y r 3 = (- 3,1). Calcular (z, - z 2 )z } 

Con la representacion binomica se tiene 
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(z, - z 2 ) zl = [(- 2 + 3 i) ~ (1 + 2 01 (- 3 + if = 

= (-3+0(9+ / 2 -6 0 = (~3 + 0(9-1-6 0 = 

= (— 3 + 0( 8 — 6 0 = _ 24 + 18 i + 8 / - 6 f = 
as — 24 + 26 i + 6 « — 18 + 26i 

11.5. LA CONJUGACION EN C 

11.5.1. Complejos conjugados 
Sea 2 — 42 + W. 

Definition 

Conjugado de z = a + M es el numero complejo z = * “ bi - 
El simbolo 2 se lee “conjugado de z" o “z coijjugado . 

Si - = — 1 + 3 i, entonces z = — 1 — 3i. 

El conjugado dez = (-y < — 1J esr * ^ 2 ’ V' 

,. .. hi v =5 = a + W = z,es decir, que el conjugado del 

coSufaHe ur„Sre Tomplejo es fgual a este. Los complejos z y* se llaman 
conjugados. 

Definition 

Dos complejos son conjugados si y solo si tienen la misma parte real, y sus partes 

imaginarias son numeros opuestos. . , eie rea t 

Dos complejos conjugados caracterizan puntos simetncos respecto del eje real. 



11 S 2 Propiedad. La suma de dos complejos conjugados es igual al duplo de la parte 
real. El productode dos complejos conjugados es un numero real no negati . 

En efecto, sea z = a + bi. Entonces. 

2 + z = (fl + bi) + (a - 60 = 2 « = 2 Re W 
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Por otra parte 

Z. r= (a + bi) . (a - bi) = a 1 - (bi) 2 = u* + b 

Como ay b son numeros reales, resulta 

z .i e R a z. z> 0 

! 1.5.3. Propiedad. Un numero complejo es real si y solo si es igual a su conjugado. 

z € R ^ - % 

I ) :f R =»;=j + Oi =>:=« A z = a => z=z 
Si) z = 2 **a + bi=a-bi =* bi~~hi => 2 ~ 0 *+ k « 0 

Entonces z = a. o lo que es lo mismo, z € R 

11,5,4. Aatomorfismo en C 

La funcion/ : C -C definida por/(z) ~z es un automorfismo en C. En efecto 

i ) /es inyectiva. Sean z y z’ en C, tales que / (z) - / (- ) 

f{z) = /(z *) => J — - ’ ^ ^ bi — & ~~ b i 
y por igualdad de eomplejos resulta a- a' * b = b , osea z = z. 

ii ) /es sobreyectiva. Para todo w = a + W € C existe z = tf - K tat que 

/(-) - f {a — bi) ~ a + bi~w 

in) / es un morfismo respeeto de la adicion. pues 
f(z + z*) = z = 

s (a 4-lu)+ W + &T) = (fl + «’) + + - 

«(a + a ’) - (6 + ’) f = (a - ^0 + ^ 'O * 

«z + P»/fe)+/(*’> 

Por detinicion de /y suma en C . 

iv) / es un morfismo respeeto de la multiplication, ya que 

f{zz ) = zT = (a + W) E FT) = 

= (da : *- bb f ) + (ab 1 + ba~Jl = i™’~ bb ’)" ba ^* = 

= (a — bi)(a*- b’i) - Iz’-f (z)f (O 

Las propiedades iii) y iv) se traducen en el siguiente enunciado: “el conjugado de la 
suma es igual a la suma de los conjugados, y el conjugado del producto es igual al 
producto de los conjugados”. 

Z + z* = 2 + Z 7 
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Ejemplo 11-4. 

Determinar los eomplejos z — x + yi que satisfaeen 

i ) z~ — z 

En la forma binomica se tiene 

x+yi = -(x-yi) => x 4 -yi = -x +yi ** x - 0 

Los eomplejos que verifican la condicion dada son de la forma z = yi, es decir, 
imaginarios puros, y corresponden al eje de ordenadas. 

ii ) r. z = 1 

Esia condicion se traduce en 

(x 4* yi) , (x — yi) — 1 

Luego. x 2 + v 2 = 1, y corresponde a la circunferencia de radio 1 con centro en el ori¬ 
gin. 


11.6. MODULO DE UN COMPLEJO 

H.6.I. Sea z — a 4- bi 
Definition 

Modulo de un complejo es la raiz cuadrada no negativa de la suma de los 
cuadrados de las par tes real e imaginarta 
La notation es i z I = wa 2 + b 2 . 

El modulo de un complejo es la distancia del punto correspondiente, al origen. 



1 L6.2* Propiedades del modulo 

I) El modulo de todo complejo es mayor o igual que su parte real 
Sea z = a + bi. Entonces 


\a\ 2 = a 2 => |al 2 <a 2 + b 2 =* la | 2 < Izl 2 => \ a \ ^ W 
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Como a e R a < bi, de esta relation y de bl < bl results bl > a, es decir, 

**(*)< bl. 

Analogamente I m ( 2 ) < I z | 

II) El produeto de cualquier complejo por su eonjugado es igual ai cuadrado del 
modulo. 

Tests) z . z ~ | z i 2 
Demostratior*) 

Efeetuando ei produeto y apiicando la definition de modulo, results 

z.z- (a + bi ). ia - bi ) = a 2 - (bi f ~a 2 + b l » jrj 2 

III) Ei modulo del produeto de dos compiejos es igual al produeto de los modules 
Tesis) \zz t \-\z\ \z’\ 

Demostraeidn) 

A partir del cuadrado del primer miembro aplicamos II, eonjugado del produeto, 
conmutatividad y asociatividad del produeto en C y la propie dad II 



Resulta 

Izz’l 2 = (|z| |z’|) 2 

Y como las bases son no negativas, se tiene 

\zz* i - Iz| bl 

IV) Ei modulo de la suma de dos compiejos es menor o igual que ia suma de los 
modulos. 

Tesis) 1 z+z*\ < | 2 | + i z r \ 

* Demostraeidn) 

Por cuadrado del modulo, eonjugado de la suma, distributividad del produeto 

re specie de la suma en C v por la propiedad II se tiene 

b +z’\ 2 =={r +j‘)(7+7 r ) = (z +r')(J+r^ = 

~ £ + Zp 4* z*2 + z'z f - bi 2 4 -zz’ + zz’ + bl 2 

z F = f z 7 = zz T 

Como los terminos centrales son compiejos conjugados, su suma es el duplo de la 
parte real, es decir 

zF+ zz*= 2 Re (z?) 

Sustituyendo en la igualdad initial tenemos 

|z + z*\ 2 - bl 2 + 2 Re(zz') + b , l 7 


0) 
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Ahora bien, teniendo en cuenta que la parte real es menor o igual que el modulo' 

2 Re (zz 7 ) < 2 \z~F \ 

Por modulo del produeto 

2 Re (zF)<2bl \z\ 


y como ! z 3 1 = | z 9 1, es 


Sumando (3) y (2) 


2Re(zz‘)<2\z\ |z'| 


b +z‘l 2 +2Reizz')*£\zf 4- 2 Re (zz*) H- bl 2 + 2bi b'l 

Despues de cancelar y factorear el segundo miembro 
|z+zl 2 <(|zi +|z’i ) 2 

y como las bases son no negativas, resulta , 

V) EI modulo de una potencia de exponente natural es igual a la potencia del 
modulo 

b"l = b. z. ,. z| = bl bl... bl = bl" 

'—^-' '-^-' 

n n 

Ejemplo 11-5. 

Al dividir dos compiejos, siendo el segundo distinto de cero, puede evitarse la 
determination del inverse multiplicativo del divisor multiplicando por el eonjugado de 
este, y se ob tiene 

z _ z w _ z w 

W WW | VV j 2 

En particular 

-1+2/ * (— I + 21) < 2 — 3 0 —2 + 3 1 + 4»— 6 /* 


2_+ 7 / -f 6 _ 4 + 7 i _ 7 

~'\T~ ~ ~Ti.U + if 1 - 


Ejemplo 11-6 . 

Determinar los compiejos z que satisfaeen 
i ) iz = 1 + i 

I+i = U +i H-0 = -i-i 2 

i »(-/■) 1 

=-1+1=1-/ 


! 

I 
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ii ) |z — 1 + 2 r{ = 2 

Si j — A' + y/, entonces 

|x 4 yi -1+2 i\ = 2 =» 

=> l(x — I) + (y + 2)fl = 2 ■> 

=> \/(x -- l) 2 + (y + 2) 2 — 2 =* 

(jc -1) 2 + (y + 2) 2 « 4 

Es la ecuacion de la circunferencia de radio 2, con centre (1,-2). 

m) \z — Re (z)i = [Im (z)] 2 

2 =x + W =» |x + yf — xj = v 2 => 

=> jyi| = V 2 -* (N/y 2 )" =y 2 *> 

=> |yj = y 2 =» y 2 = y con v >0 => 

=> y 2 -y = o => y (y - 1) = 0 => 

=> v = 0 v y « 1 «> i = x v z = x + i 
Se obtienen los complejos correspondientss a los puntos de las rectas de ecuaciones 
y = 0 v y = L 

iv) 2 = -:4- 2 

r-jt + yi =* z +F = 2 =» 

=, 2x = 2 -x= 1 =*z= 1 


Es la recta de ecuacion x = 1 

v ) (a 4* 6i) z ~ (a 2 4- 6 2 ) / con (a . 6) ^ (0 ,0) 


Se tiene 


(a 2 + b 2 )i (a 2 +b 2 )i(a- bi) 

a + bi (a + 6i) (a — 6r) 

(a 2 + 6 2 )/(#— 6?) . 2 

S --—-- =i{a-bi) = ai-bi 1 = 

-2 . J.2 V J 


— b + ai 


11.7. RAIZ CUADRADA EN C 

Sea z = a + bL Por definicion, la raiz cuadrada de z es un complejo x + yi que 

satisface ^ v 

(x 4*y/) 2 = a 4- bi (1) 


Aplicando modules 


s(x + yi) 2 S = 5 a + bi\ 


radicacion cuadratica 


Por 11,6.2. V ) y por definicion de modulo 


Por cuadrado del modulo 


Es decir 


Desarrollando (1) 


|x + yi| 2 ~ yja 2 + b 2 


x 2 +y 2 s= \/a 2 + b 2 


x 2 + y 2 = 1 


x 2 — y 2 4-2 xvi ~ a + bi 


Por igualdad de complejos 


Sumando y restando (2) y (3) 


x" —v~ ~ a 


f x 2 +y 2 - jzj 

1 -v =« 


Resulta 


2 x 2 = iz| + a 


2 r = isl — a 


, / izl + 

x = ± N“2” 


y = ±y 


f \Z\ — a 


Ambos radicandos son no negativos, pues i z \ ^ a, y se obtienen cuatro pares de 
valores reales, de los cuales se seleccionan dos de acuerdo con la condicion (4): si 
b >0, entonces x e y ^se eligen con el mismo signo, y si b <0, se eligen con distinto 
signo. 

Ejemplo 11-7, 

Calcular las raices cuadradas de los siguientes complejos 
i ) z = - 4 - 3 i 

a~ — 4,6 = — 3,jz| = 5 

JC=+ 

X V 2 y/2 2 

>--\j 2 sfT 2 
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Las formulas de pasaje de las coordenadas polares a cartesianas son 


a = p cos p 
b = p sen p 




Se tiene 


y p~argz. 

z - a + hi = p cos p 4- p / sen p 


es decir 

z = p (cos p + / sen p) 

Esta es la llamada forma polar o trigonometrica del complejo z. 

Es claro que p y p definen umvocamente a z. Pero z caracteriza umvocamente a p, 
y no a p- argr. 

Definition 

Argumento principal del complejo no nulo z es el numero real p que satisface 
i ) a— \z\ cos if A b = jzj sen p 

ii) 0<p< 2 n m 

Para denotar el argumento principal escribiremos p - Arg z. 

Dados dos complejos en forma polar z — p Ceos p + / sen pi y 
:r ' = p’ (cos p,4» / sen y?) diremos que son iguales si y solo si tienen el mismo modulo y 

sus argumentes son congruentes modulo 2 if. En simbolos 

z p = p l a ^ = p4* 2 kit con k el 

Ejemplo l IS. 

Determinar la forma polar de los siguientes complejos 
i ) z = — 2 +■ 2 / 

p = >/(-2) 2 +2 j =v^=2\/5 







Resuita pdel segundo euadrante e igual a 135°. 
Laego z = 2 \Jl (cos 135° 4* i sen 135°) 
li ) z — — 3 I 


p= VO 1 +(~3) J =3 

p = 7T 


Luego z = 3 (cos ff 4- i sen it) 



11.9 OPERACIONES EN FORMA POLAR 
11.9.1* Multiplieacion 

El producto de dos complejos en forma polar tiene por modulo el producto de 
!os modules, y por argument© la suma de los argumentos. 

Seanz = p(cosp + z semp) v z' = p’ (cosi senp’) 
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Entonces 

zz* = pp* (cos p 4- i sen p),(cos pf + i sen p*) = 

= pp* [(cos p cos p? — sen p sen pO + z (sen p cos p* 4- cos p sen pO] 

= pp’ [cos (p 4“ p*) + / sen (p 4- p*)] 

11.9.2. Cociente 

El cociente de dos complejos en forma polar, siendo el segundo distinto de cero, 
tiene por modulo el cociente de los modules, y por argumento la diferencia de los 
argumentos. 


=> p (cos p4- z sen p) = p’ (cos ^ + i sen pO Ricos $ 4 i sen <p) => 

=> p (cos p4- / sen p) = R p' [cos (0 4* 41 sen (<& 4-pf)] 

Por iguaidad de complejos 

R p’ = p a # + p* = p 4- 2 & tr 

Luego 

a (p-if— p 5 si A: —0 

** [cos (p— pO 4* / sen (p—pO] 

z p 

11.9.3. Potenciacion de exponente natural 

La potencia K-sima de un complejo en forma polar tiene por modulo la potencia 
rt-sima de su modulo, y por argumento el producto de su argumento por 

z — p (cos p 4* i sen p) => z" = p n (cos n p + i sen n p) 

♦ 

Lo demostramos por induction completa 
1°) n = 1 => z ! = z — p(cos p 4- z senp) = 

= p l (cos 1 . p + z sen 1 . p) 

' Tt ' 

2°) z ft - p ft (cos h\p+isenh tp) =*\z ft+1 = p h+1 [cos (ft + 1) <p+ / sen (A + 1) <pl 

V\ I ^ 

En efecto, por definition de potencia, hipotesis inductiva y 11.9.1se tiene 
f^ z h+i\ z h z f — p h ( cos h &4 i sen h p)p (cos p + z sen p) = 


z h z f = p h (cos £ p4 i sen h p)p (cos p4- z sen p) = 
= p^ 4 " 1 [cos (/z 4 1) p 4 / sen (/z 4- 1) p] 

La formula z n = p" (cos // p 4 / sen « p) se llama de De Moivre. 
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11.9.4. Determinacion geom£trica del producto y del cociente 
Sean 2 = p(cos<p4- i sen sp) y 2'= p’ (cos^ + i sen tf). 

i ) Producto, En un sistema cartesiano consideramos U (1 , 0) y los puntos A v 
B representantes de los complejos z y 2’ es deck, de coordenadas polares 
(<p , p) y , p’X respectivamente. 


il 

j*C (<p + <^ ,pp\ 

/ 

J, B( <ft ,p') 

A\S 

A »p) 





0 u 


A A 

Considerando a OB como homoiogo de OU„ construimos OBC OUA. Resulta C 
de coordenadas polares (<p + , R), y por la proporcionaiidad de lados homoiogos 

d( 0,C) = jrfCfMO 
d(O.A) tf(0,U) 

es deck 

s» R = pp 


En consecuencia, el vector DC representa el producto de los complejos z y z . 
if) Cbciertfe. Razonando sobre la misma figura, suponemos dados los puntos C 
y B ascciados al dividendo y divisor respectivamente. Construimos sobre OU, 

A A 

como homologo de OB, el triangulo OUA semejante a OBC, y obtenemos el 
—► 

vector 0A, es decir, el cociente. 
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Siendo z 


3 3 \/3 . 

1 + / \/3 y z' = — -f —-— L realizar en forma polar las 


siguientes operaciones 


Expresamos z y z" en forma polar 


0 — - \ ) 2 f (x/3 r — x/4 — 2 


sen — 

cuadrante. 

Luego 


Por otra parte 


► ip = 120 0 pues 2 caractenza un punto del segundc 


2 (cos 120° 4* / sen 120°) 


I .-'3 *\ * Z3VJ \ 1 [ 9' 7 27 | 36 _ 

^ j — 4* ! —r— ! =a f-r- + ” \ ~ — 3 

\ ‘ v 2 y X 2 ^ \ 4 4 >4 


sen ^ _ A — => ^ = 60°, ya que 2' corresponde a un punto del primer 


cuadrante. 

Entonces 


z ’ — 3 (cos 60° + r sen 60°) 


Aplicando las formulas deducidas tenemos 

i ) zr’ = 6 (cos 180° + i sen 180°) = 6 (— 1 + Oi) = —6 


s= — (cos 60° 4- i sen 60°) = 


1 , vT ^ _ J_ , v JL 


111) s= 2 e < cos 6 ! 20” + i sen 6 . i 20°) ” 2 b tcos ' 20^ + * sen “ -0°) : 

= 2* (cos 0° + / sen 0°) = 2 6 {1 + 0.1) = 2* = 64 


Ejemplo 11*10. 

Mediante la formula de De Moivre, obtener sen 2 spy cos 2 sp. 
Sea z un complejo de modulo l y argumento tp, es decir 


z = cos *p 4- / sen \p 
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Kiev am os al cuadrado de dos mancras* por cuadrado de un binoniio 
2 2 ~ (cos <p 4 z sen ip) 2 = cos 2 <p~sen 2 <p+ 2 i sen »pcos p 

y por la formula de De Molvre 

z 1 ss (cos <p 4 / sen p) 2 = cos 2 <p + / sen 2 <p 


De (1) y (2) results 


cos 2 Kp = cos p — sen 
sen 2^=2 sen >p cos <p 


11.10. RADICACION EN C 

Por definition, el complejo w es rafz «-sima de z si y solo si z n = w. 
Teorema. Todo complejo no nulo admite w raices n- simas distintas dadas por 
nr-C ip±2k7r ip+2kn'\ 

w* = V P^ cos ——— + f sen - ^ J 

donde& = 0»i ,2, .... ,«-l , P = UI y ^=argr 

Demostracion) 

Sean - = p (cos ^ + f sen ^ y w « R (cos <!> + / sen $) 

Por definition de raiz, debe ser 


Es decir 


R IJ (cos n <f> 4 -1 sen n <£) = p (cos p4 i sen p) 


Por igualdad de complejos 


R n — p y « d 5 —p 4 2 & 7T 


R = V~p y $ s 


<p 4 2 A' tr 


Se obtiene la formula 


——-— n /—f y?42fc7T LJ _ ip+lkn ^ 

VpTcos *p 4 i sen <p) = V P (cos - - 4 z sen n j 

Todas las raices de z tienen el mismo modulo, y difieren en el argumento que es 


*P + 2JLIL- con k e 2 
n n 


RADICACION EN C 


363 


De los infinitos vaiores enteros de k es suficiente considerar 0, 1, 2,. .. ,/i * 1 |ara 
obtener las n raices distintas. 



Que es congruente a y se vueive a obtener vv 0 - 

En general w /+ „ = Wj y solo existen n raices distintas. 

Not a 

1; Las n raices n-simas, distintas de un complejo no nuio ? se identifican con los 

vertices de un poh'gono regular de n lados inscripto en la circunferencia de radio 

R = ^ 
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y se tienen los cuatro argumentos 

- It , It 

= T + T ; 


: 30° + 90° = 120° 


= JL +ir = 30° + 180° = 210° 


*,=-?- + 3 — = 30° f 270° = 300° 
3 6 2 


Las cuatro ratces son 


vv 0 = V8 (cos 30° + i sen 30°) = v' 8 Py + 4* >J 


hj = (cos 120° + i sen 120°) = 


= ^/ 1 T(- cos 60° + i sen 60°) =,\A 8 - 5 - + i -y- 

w 2 = V8(cos 210 ° +t sen 210 °) = 

— 4 r~i V 3 1 . 

= V 8 (— cos 30° - i sen 30°) = v 8 i-y —— i 

w 3 = V 8 (cos 300° + i sen 300°) = 

r \ n/ 3" ^ 

= \f& (cos 60° -1 sen 60°) = V 8 (y -» — T J 


V 3 1 


«) vr 


- = 1 4* 0 i p “ l 


,,_- 3 r~f Q + lkir Q + 2 fc * ^ 

► \/1 (cos 0 + r sen 0) = yl (^cos ^ + 1 sen 3 y 


2 fcfl , . 2kn 
— cos —^— 4 -1 sen ^ 


« cos 0 ? sen 0 = ! 

W| =cos y + / sen y = cos 120° +f sen 120° = 


: — COS 60° 4* i sen 60° ■ 


± +i vX 

2 1 2 


w 2 = cos if + / sen y = cos 240° + i sen 240° = 

1 . VT 

= — cos 60° - / sen 60° = — —y — 1 2 


Entonces 




11.11. FORMA EXPONENCIAL EN C 
11.11.1. Exponenciai compleja 

En los cursos de Analisis se demuestra que la exponenciai real e x admits el 
desarrollo en serie 


v 2 y 3 00 x k 

e x = 1 4- x 4* 2 "p 

2! 3! fe^o *• 


y satisface las propiedades basicas e° — 1 y e* e y —e x * > , 

A fin de preservar estas propiedades definimos la exponenciai compleja mediante 


e ix — cos x + i sen x 


Se verifies 


e ix ' £ iy _ ( cos ■*. q. f ^n.t) (cosy + * seny) = 

= (cos x cos y - sen x sen y) + i (sen x cos y + cos x sen y) = 

=s cos (x +y) + i sen ix +y) = 

Sea z = p ( cos ip + i sen p). Entonces z - p e** es la forma exponenciai del 
camplejo z. 
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11.11.2. Operaciones en forma exponenciai 

La traduccion de las formulas relativas al producto, cociente y potenciacion, 
obtenidas en la forma polar son las siguientes 

2 _ P e '^ _ P Av-e') 

u) 7 "7v^ " P* 

Hi) Z <'=(fie ( «T=fre ,n * 



ii ) e z = 1 => z ~2n n i con «eZ 

Sea r = x + yi 
Entonces 

e 2 — e x * yi ~ e x e yt — z* (cos v + / sen v) = 
= e x cosy + e* i seny = 1 + 0 i 


Por igualdad de complejos es 

e* cosy = 1 a e x seny = 0 

Como e x # 0 resulta sen y = 0y en consecuencia y = & con A: e Z 
Ahora bien 

y = kir => cos y = cos A: tr = (— 1 ) ft 


Luego 


e x (~l) fe = 1 


Es decir, e x = (— l) fe ,y comoe* > 0 , se tiene k~2n. 

> Asi , e x = 1 => x = 0 
Resulta 

z=x+yi~0 + 2niri=2mri 


11.12. LOGARITMACION EN C 

Sea 2 A 0. Por definicion In 2 = w si y solo si e w = 2 . 
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Para determinar los complejos w que satisfacen vv ~ In z\ proponents h fcrma 
exponencial para el cornplejo z y la forma binomica para vv, es decir 

z=pe r ^ y w — u + iv 

Hay que determinar u y v tales que 

e a+iV ~pe J * 

4 

e u ,e il '~pe i * 

I 

e u = G a v »if 4- 2 k n 
4 

u ~ h p a v = ^ + 2 k xr 

Resulta 

In j = In p + / Op + 2 k ft) con A' € Z 

formula que permite obtener los infinites iogaritmos de un cornplejo no nulo, 

Como la parte real del In z es sndependiente de A, todos los iogaritmos corresponden 
a puntos de la paralela al eje de ordenadas que pasa por (In p, 0) 



s 


I 


3 


Valor principal de In z es el que se obtiene para k = 0, o sea 
V.p. In z — In p + / 

Ejemplo 11*13, 

Hallar In z en los siguientes casos 
i ) z ~ - 2 

z ~~ — 2 + 0 i p = 2 a ft 


Luego 


In z — In t 2) “ In 2 ^ i + 2 A 3 
= In 2 + i I + 2 i 


ii) 


"t/T" VT 1 


p=\ 

Entonces 


l£ ± *1 ~e 


ip = 2^5° = 5 -j 


Ins = Ine + i ( 5 + 2A#; = 


Los valores principals son, respectivamente, In 2 + i it y 1 + 5 / 


11.13. EXPONENCIAL COMPLEJA GENERAL 


Sean z x y z 2 tales que Zj 4= 0. Estamos interesados en la determination de la 
exponencial compleja 

Aplicando Iogaritmos ert base natural 


In w = z 2 In Zj 

For definition de logaritrno 

. 2. in 

w - e m 1 

Ejemplo 11*14. 

Hallar el valor principal de ia exponencial 



1 
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Sea G n el conjunto de las n raices n-simas de la unidad. Un elemento generico de 

G*i 6S 2 h n 

2 k it , . 2 A- 7T * 

VVi, cos - + i sen —;;— — € 

n n 

donde k = 0, 1, 2, — L Por defmicion de rai'z n-sima, los complejos w fe 

satisfacen la condicion w" = 1, y son tales que (G„ ,.) es un grupo multiplicativo 
abeliano. Esta situacion ha sido tratada en el ejemplo 8-12. en ei caso particular en que 
n - 3. 

Definition 

Ei elemento w k e G n es una raiz pnmmva de orden n ae ia unidad ai y sdiu si no 
es raiz de 1 de un orden menor que n. 

El conjunto de las raices cuartas de la unidad es G 4 - 1 , ? . 1 . 1 - De acuerdo 

con ia defmicion y con el eonocimiento de G t , G 2 *• G 3 . podemos decir que 1 v -i son 
raices primitivas de orden 4 de la unidad. Los resultados 1. /. — 1 y —i se obtienen de 
la formula general al tomar k los vaiores 0. 1. 2 y 3, respectivamente. Observamos aqui 
que si k es eoprimo con n , entonces ia raiz w fe es primitiva. Tal es ei caso de vc t v rc 3 . 
para n = 4. La demostracion de esta propiedad es el objeto de io que sigue. 


11.14.2. Propiedad. Ei complejo c G n es raiz/n-sima de la unidad si y solo si 
n km . 

Demostracion) ^ 2 fc7r ,2^. 

Sea w fe = cos —— + / sen —-= e n eG n . Entonces 

R n n 


\%u = V 1 Wu = 1 «=* cos 


2 k m it 


2k m n , 2k m n 

cos ~- - 1 a sen-—- = 0 <=> 

n n 


2 km it _ ,, . „ _<7 

—- 2 7T r/ a q € jl 


■q o k m — nq o n \ km 


11.14.3. Propiedad. Sea 0 <k<n. Entonces w k e G n es una raiz primitiva de orden n 
de la unidad si y solo si n y k son coprimos. 

I) ny k son coprimos =*> es raiz / 2 -sima primitiva de 1. 

Sea w k una raiz /n-sima de la unidad. Entonces. por 11.14.2.. se tiene que n\ km y 
eomo n y k son coprimos, resulta n i m, de acuerdo con lo demostrado en el ejemplo 
9-8-h). Ahora bien, siendo n y m numeros naturales y n I nu es n < m, y en 
consecuencia w k no es raiz de la unidad de un orden menor que n. o lo que es lo 
mismo. w k es rai’z primitiva de orden n de 1. 
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H) w fe es raiz n-sima primitivade 1 =» m.c.d. (n , k)~ 1 

Supongamos que n y A' no son coprimes, y sea d su m.c.d. positive. For definition 
de m.c.d. se tiene 

cl | n A d \ k ^ n~dn a k-dk* donde m.c.d. (n 9 , A') = 1 

Sustituyendo estos valores en la expresion de w* resulta 

2 dk'v , . 2<7*'ir 

= cos — — + i sen 


2 *’* . . 

cos r -• ~ 7 sen 


<7 H* 
2 k'n 


Como n y A son copnmos se deduce que w k es raiz de la umdad de orden n' < n. 
So que contradice la hipotesis. Luego debe ser med (n , fc) — I 

Ejemplo 77-/5. 

Determinar las raices primitivas de orden 6 de ia unidaa. 


Las seis raices sextas de 1 estan dadas por 

2 k it 


w k = cos 


! k t? 


con k - 0 , 1,...,5 

De acuerdo con 11.14.3. I) elegimos k de modo que m.c.d. </z, 6 ) = 1 y se obtiene 
k = 1 o k = 5. Las raices primitivas pedidas son, entonces 

2 IT 2 71 

= cos +1 sen ~ 

6 & 

77 77 

= cos -r- 4- i sen — = cos 60° + / sen 60° = 

3 3 


.-U, 

-i ‘ 1 •> 


10sr . . _ 10 77 

t'Ci% ... *«- ■; J,tJ5 

ft f) 


~ cos ~~ + i sen = cos 300° + i sen 300° 
.3 3 

= cos 60° - i sen 60° = - i 
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/ /-/6. Dados ios numeros compiejos 


eiectuar 






77-/7. Determinar los compiejos z en cada uno djs los siguientes casos 

a) (1 +/)+---/ c) r = (~~ /) (1 + 7) 

b) : = j(H /) d) c = (1 + /) i I - /) 

II-IS. Obtener z en los siguientes casos 

a) z = (1 + y/3 i) (\/3 3- i) 

b) r = (VT+VT7) 2 -V6 7 

c) z = (V2 + V3 0 (VT- V?i) 

r i V 3 v 

d) z =( —- + / j 
77-/9. Resolver las siguientes ecuacionesen: 


a) iz ~ 1 

b) (1+7)2=! 

/ /- 20 . Expresarz en la forma binomica 

v2-*-V3f 


C) 

d) 


( 2-/)2 = / 
2 


: / 


V t 


b) 


(3 -0(2 +/) 


1 + 


11-2 L 
11 - 22 . 


Hailar las soluciones de las siguientes ecuaciones en C 

a) z 2 = 2 1 b) z 2 - - 3 -47 c) z 2 -.. 2 VT+ 2/ 

Obtener la forma polar de los siguientes numeros compiejos 

a) z, =V3 + / c) 23 = — 1 — / 

b) 2 2 = —2—2 V? / d) z 4 = — 3 r 
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U-23. Efecluar en forma polar las operaciones que se indican con relacion a ios 
complejos del ejercicio anterior 

. 6 v Z 3 

a) 2 . c) —- 


11-24. Caloularz" siendo 


1 + vTi 


U-25. Probar que si f (.v) = ax 2 + bx + c donde a. b y c son niimeros reales y z e C es 
!ul o : jo ft?} — 0. entonces fir \ = 0 * 

U*26 Dado r - 1 + sen a + i cos a. determinar - 2 —:! 

/ 1-27. Determinar los numeros reales a y b sabiendo que 

(- 1 + /)« +0 + 2i)b=\ 

i 1-28. Resolver ia ecuacion en € 

iz - 1 - /) (r - 1+ /) U + 1 + 0 (- + !—/)= 5 

,709. Resolver la ecuacion en € 

x 2 + ^ 2 — 2 /) x = 3 — 6 / 

//O0. Resolver ei siguiente sistema de ecuaciones en C 

f (1 + 0 x — /v — 2 + i 
1(2 +/)x +( 2 -i)v* 2 / 

/ /-i/. Demostrar 

a I W conjugado del opuesto de todo compiejo es igual al opuesto de su 
conjugado. 

b) El conjugado de la diferencia de dos complejos es igual a la diferencia de 
los conjugados. 

c) El modulo de la diferencia de dos complejos es mayor o igual que la 
diferencia de los modules. 

d) El conjugado del cociente de dos complejos es igual al cociente de sus 
conjugados. 

e) El modulo del cociente de dos complejos es igual ai cociente de sus modulus. 
/ 1-32. Sean los complejos no nulos z y z \ Demostrar 

iz-z’iur l =iz*'-z , ' I i 

11-33. Demostrar 


jz + z’i : +lz-z , l 2 = 2 \z\ 2 + 2 \z*\ 2 


l j-U. Demostrar por induccion completa 


t cos .V + / sen x) n = cos nx + i sen nx 
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fl~35. Utilizando la formula de De Moivre demostrar las siguientes formulas 
i ) sen 2 x — 2 sen x cos x 
cos 2 x — cos 2 x — sen 2 x 
“ J sen 3 x = 3 cos 2 x sen x - sen 3 x 

cos 3 x = cos 3 x - 3 cos x sen 2 x 

11-36. Sabiendo que los complejos 1, w y w 2 satisfacen la relacion x 3 = 1 , verificar 

i ) (1 +,v 2 ) 4 = w 

ii) (1 - w + w 2 ) (1 +w - w 2 ) = 4 

11-37. Determinar algebraicamente las raices cuadradas de los siguientes complejos: 

i ) z ~ - 15 - 8 i 

ii ) z ~ 5 - 12 i 
ill) z ~ 8 4-4 yf~5 i 

11-38. Resolver las siguientes ecuaciones en C 
i ) x 2 - (2 + i ) x + 3 + i = 0 
ii) + (— 3 + 2 /).t- i = 0 

11-39. Determinar y rep resent ar las raices que se indican 

i ) VT - i ii ) \T^~i iii) Y& iv) 

11-40. Determinar los logaritmos naturales de los siguientes complejos 
i ) z=VT-v r 3i 

ii) z ~ - ei 

iii) z = 4 

11-41. Determinar los valores principales de las exponeneiales siguientes 

i) w = (VT-/) I “ 

ii) w = (3 / )* ‘ 

iii) w = (1 — / y/3 ) i/1 

/ 1-42 . Obtener el valor principal de z en los siguientes casos 
i) <1 - /)* — 1 
u) (-_iW3j = . 

11-43. Resolver las siguientes ecuaciones 
> ) x 2i -2x‘ + 2 = 0 
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11-44. Determnar los conjuntos de puntos del piano que satisfacen -a las siguientes 
rel adores 

i ) Re (z) = - 2 
n ) - 2 </m ( 2 ) < 3 
in) z + 1 | >2 

iv) ~ 0,5 <Re (z)< 0,5 a |z| - 2 
v ) Y ^ Ar § 2^3““ a U| < 2 

vs) z -!+/! = 2 


i 1-45. Determnar analfticamente y graficamente los sisbconjuntos de C que verifiean 
i ) \: + 11 + 1 r ’ 11 ~ 3 
ii) |r + c’| \z-c\ =c 2 
11-46 Calcular 

1 + 2 cos x + 2 cos 2x+ , .. + 2 cos nx 

U-4/ Verifica la identidad 

: z + W I i z + w i 

[-—2- zw j + j—2-+-VV I =iri +jw| 

11-48. Dado z = - J — I + 2 i j + VT7, haliar In z. 


Demostiar 

/ M0* Se deflnen 

Demostiar 



i ) cos z = cos x ch v - i sen * 5 /? v 

ii ) sen z — sen jf c/i r + / cos ,v s/i v 

//•5f. Determioar los conjuntos de puntos del piano que verifiean 
a ) 2 - r = / 

ii ) |r| 2 = z +5 
in) 5- z" 1 = 0 
iv) z' 1 4-z = 0 
V) 2 + z' 1 * € R ' , 

Vi) 2 = P 

vii) |: +ij = lz + 2 /j 
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ft 

| 

Capitulo 12 |, 

1 

r 

POLINOMIOS 


12.1. 1NTRODUCCION | 

1 

A partir de la definicion de polinomio formal de un anillo con identidad, se iiega ai j 

ccncepto de anillo de polinomios formales de un anillo con una indetenninada. y al 
;iso particular de dominio de integridad de polinomios de un euerpo. En esta ■ ! 

. itructura se estudian la divisibilidad, los ideales y la factorization. El capitulo se . i 

completa con el tratamiento de ios polinomios reales y complejos. 

12.2. ANILLO DE POLINOMIOS FORMALES DE UN ANILLO 
12.2,1. Concepto 

Sea (A , +•, .) un anillo con identidad. 

Definition 

Polinomio formal del anillo A es toda funcion P : N 0 -*A que verifies P («) = 0, 
salvo para un numero finite de elementos de N 0 . 

El dominio de la funcion es N 0 = jo , 1 , 2 , . . .J , > la imagen de todo / eN 0 se * 

escribe P (/) = £?,. La definicion dada caracteriza a todo polinomio fonnal como'una 
sueesion de elementos de A cuyos terminos son nulos a partir de cierto mdieeAEs usual 
identiflcar a un polinomio formal en terminos del conjunto ordenado de las imagenes, 
lo que conduce a la siguiente notation - a • 

P = (a 0 . d\ . a n9 0, 0,...) “j 

El hecho de que P (n) ~ a n sea distinto de cero no significa que deba ser P (/) = 
distinto de cero para i<n. „ '3 

En particular, la funcion nula, definida por P (i) = 0 cualquiera que sea i eN 0 se * 

llama polinomio milo, y lo indicaremos asi: . 

0 = (0,0 ,...) I 

-J& 

I 

i- 

1 


Definition 

Grado de un polinomio no nulo es el mayor entero n que satisface P (n) # 0. 

El grado de todo polinomio no nulo se identifica con el indiee del ultimo terraino 
distinto de ceio de ia sueesion que lo define. Convenimos, ademas, que el polinomio 
nulo carece de grado. Algunos autores le atribuyen grado — 1. En otros casos se le 
asigna grado infinito. 

Ejemplo 12-1. 

Determinamos los grades de ios siguientes polinomios de los anillos que se indican 

i ) El polinomio P : N 0 ->Z S definido por 

P (0) — T, P (/) = P (/~~ 1) 4- T si i= i. 2,3J>u) = cF si i> 3 

es P = U f T,3\4,0.0\ . . . ) 
siendo grado de P = g P = 3 

* 

ii ) El polinomio Q : N 0 -*Z tal que 

! - 2 si 

Q <«) = <| 

j 0 si «#4 

es la sueesion 


Q = (0,0,0.0, — 2,0,0,. .,) 


y tiene grado 4. Todo polinomio con a lo sumo un terraino no nulo se llama 
monomio. 

Hi) Si el anillo es (R 2 * 2 , + . ) v definimos 


R : N 0 -> R : x2 mediante 


R(0 Ho °ih l 
y R (n) = [q J]-N 


R(1) ~[! vr]~ A 

para todo n > 1, entonces 


tiene grado 1. 


R«(I , A ,N ,N ..) 


12.2.2. Anillo de polinomios formales del anillo A 


Sea P el conjunto de todos los polinomios formales del anillo A. Es decir 

/*={P/ P : N 0 -*■ a} 

En P definimos la adicion y multiplication mediante 





380 


POUNOMIOS 


I. P + Q : N* -> A es tal que 

(P + Q) («) = P («) + Q (n) 

II. P . Q : No A es tal que 

(P.Q)(«)= f P (0 Q (« - 0 

j=0 

Ejemplo J2-2, 

Sean P * (a, , a % , a 2 \ 0 , 0.0 t ,) y Q = (b Q ,, b x , b 2 , b 3 , 0,0 , ...). 
donde gP = 2 v gQ - 3. De acuerdo con las definiciones dadas se liene 

i ) S = P+Q 

siendo c, = S (/) = (P + Q) (/) = P(/) + Q (/) = a* + b t para todo ieN 0 - 
Entonces 

S = P + Q = (< 7 0 +i 0 , a, + b u a 2 + b 2 ,b 3 . 0,0,...) 

Siendo g (P + Q) = 3 

ii ) R = P. Q se obtiene de la siguiente manera: 

c 0 = R (O) = (PQ) (O') = I P (0 Q (0 - 0 = P (0) Q (0) = a 0 b 0 

i =0 

c, = R(1)«(PQ)<1)« ip(0Q(l-O- 

i=0 

= P(0) Q (l) + P (1) Q (0) = a a b t + a, b 0 

c 2 = R (2) = (PQ) (2) = i P (0 Q (2 - O = 

1=0 

= P(0) Q (2) + P (1) Q (1) + P(2) Q ( 0 ) = a 0 b 2 + a x b x + a 2 b 0 

El termino generico del producto es 

£. f* 

c k - 2 P(i)Q(k — i)= 2 b k _ * 

*-0 

Por ejemplo 

e$ =a iy b$ + a* b 4 ± a 2 b 3 +a d b 2 + £ 4 b x + a 5 £ 0 
En nucstro ease se reduce a 

c $ - a 2 b 3 

Pero c 6 = c 7 = ... = 0 

El grado del producto es 5 sitf 2 £3 =£ 0, es decir, si el anillo no tiene divisores de 
cero. 
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Ejemplo 12-3, 

Efectuar la suma y el producto de los polinomios de Z 6 
P = (2, 3,0,0,0 ,.. ) 
y Q = (0,T,2,0,0,..*) 

i )P + Q = (2,4,T,0,0 f ...) y g(P + Q)^2 
ii) PQ =(0,2,1 ,0,0,,..) y ^(PQ)-2 
Se verifka que (P , +) tiene estructura de grupo abeliano siendo neutro para la 

adieion el polinomio mtlo, y el inverse aditivo u opuesto de cada polinomio P es el 
polinomio — P deflnido por (— P) in) — — Pin), 

El producto es asociativo en P, con identidad 

1 : N 0 A tal que 

f 1 si n = 0 


Es decir 


1 0 si n # 0 


1=0,0,0,...) 

yaqueP eP => PI = IP = P 

Ademas, el producto es distributive respecto de la suma a izquierda y a derecha 
(P + Q) R = PR + QR 
R (P 4- Q) = RP -f RQ 

En efecto, utilizando las definiciones de multiplication, de adieion, propiedades de 
la sumatoria, y del anillo A se tiene 


[<F + Q)R](*)« S o (P + Q)<0 R<«-0 ! 


■ 2 IP (A +• Q (i) j R in - i) - 2 {? ii) R in ~ 1 ) + 0 ii) R ir> 
2=0 * 1=0 


- 2 P(i) R (n - i) + 2 Q(OR(h-0-(PR)(«) + (QR)(«)“ 

*=0 i-0 

= (PR + QR) (n) 


Las consideraciones anteriores nos permiten aflrmar que la tema (P , + , .) es un 
anillo con identidad, llamad 0 anillo de los polinomios formales del anillo A. 

El polinomio X = jfi , l ,0,0,...) recibe el nombre de indeterminada. Nos 
proponemos expresar a todo polinomio formal del anillo A, en funcion de la 
indeterminada X y de los elementos de A. 
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Dcfinimos primero ia funcion 

/: A ~+P mediante f(a) — (a , 0,0,...) 

Esta defuucion caracteriza un morfismo inyectivo de A en /*, es decir, un 
moRonaorfismo. En consecuencia, f es un isomorfismo de A en /(A) CP, lo cual 
permite identifiear a cada elemento ae A con su imagen f{a)eP. Desde este punto de 
vista, podemos decir que A es un subanillo de P. 

DefinimosX 0 =(1 ,0,0,...) y X"* 1 = X* X 

Result a 

X 2 = XX — (0,0.1 ,0,0,...) 

Esto signified que V m e N 0 se tiene 

! 1 si n = m 

X"' :A -*P talque X m («) = <! 

j 0 si m 

Ertumces, teniendo en cuenta las definiciones de adicion y de multiplicacion, las 
sucedvas potencias de ia indeterminada X y el isomorfismo indicado. todo polinomio 
P t P puede expresarse 

P = ia 0 . a. . a n . 0. 0... . ) = 

= (fl 0 . 0* 0,. . .) + (0, J } , 0. 0,. .+ ... + (0,... 0, 0,. ..) = 

= (<7 0 , G, 0,. . ,)(1,0.0 .) 4- (*,, 0, 0. *. .)(0 ? 1, 0,0,.. .) + 

+■ ,0,0 _M0,0. 1.0, 0.+ (a n ,0, 0,.. .) (0.0, 1,0,0,,..) = 

= Jo X‘ J T J l X 1 + a a X : + ... + a„ X” = £ a, X s 

i-0 

En lo sucesivo, en lugar de X° = (I , 0 ,0 ,...)= 1 escribiremos 1, omitiremos los 
terminus del tipo OX” y IX” sera sustituido por X” 

Se tiene ^ 

£fl l X l =fl n X"+j„- 1 X"- 1 +...+fl l X+a 0 

i= 0 

Siendo el coeficiente principal y a 0 el termino independiente. 

El anillo de polinomios de A en la indeterminada X sueie indicarse mediante el 
stmbolo P = A[X]. Los elementos de A [X] se llaman polinomios en X con 
ooefieientes en el anillo A. En particular, los elementos de A C A [X] se 11amIn S 

consrantes. Si <gP = n. entonees a n se llama coeficiente principal. Un polinomio con el 
coeficiente principal igual a 1 se dice que es monico. 

De acuerdo con las definiciones de las operaciones en A [X], se verifican las 
siguientes proposieiones: 


3 S3 

i ) El grado de todo polinomio no nulo es igual al grado de su opuesto. 

*(-*)=* P 

ii) El grado de la suma de dos polinomios no nulos es mencr o igual que el 
mayor de los grades. 

g (P + 0) < max <J#P ,goJ> 

iii) El grado del producto de dos polinomios, si es no nulo, es menor o igual que 
la suma de los grados. 

g (PQ) <#P + gQ 

Ahora bien, si A es un dominio de in teg ri dad, entonees A[X] tambien lo es, y se 
verifica que el grado del producto de dos polinomios no nulos es igual a la suma de los 
grados, o sea 

*<PQ)-*P +'gQ 

Ejemplo 12-4. 

En Z 5 [X] se consideran los polinomios 

A = 3X 2 +TX+7 B-2X+I y C-TX 3 +4X + 2 

Obtener el polinomio AB — C. La mecanica de las operaciones entre polinomios en 
la indeterminada X con coefkientes en el anillo se realiza en la forma habitual 
aprendida en la escuela secundana. 

A: 3X 2 +TX 4-7 

B: _ 2X -hi 

Tx 3 + 2 X 2 +4X 

_ Tx 2 +TX + 2 

Ah: 1 X 3 +0X 2 + 0 X +T 

El inverse aditivo de C es — C = 4X 3 4- TX 4* J 
V resulta AB - C ~ OX 3 4* OX 2 + TX 4* 0 
Es decir, AB — C = X. 


12.3. ANILLO DE POLINOMIOS DE UN CUERPO 

Como todo cuerpo K es un dominio de integridad, el anillo de polinomios de K, que 
denotamos con K [X], es un dominio de integridad, pero no es un cuerpo. En efseto. 
no todo polinomio no nulo admite inverso multiplicativo. Demostramos a continua- 
cion que unicamente los polinomios de grado cero son inversibies. 




384 


POUNOMIOS 


Teorema. Un polinomio de K [X] admite inverso multiplicative si y solo si es de grado 
cero. 

Demostracion) 

Sea P e K [X] un polinomio con inverso multiplicative. Entonces, existe Q e K LX] 
tal que 

PQ « QP * 1 • 

For ser K [X] un dominio de integridad, se tiene 

sP+gQ-S 1 =0 

Y como los grades son enteros no negatives, resulta 

gP = #Q ~ B 

Reciprocamente, si gP = 0 entonces ? — a Q ^0. ... -i 

Y, como £? () es un elemento no nulo de K, admite inverso multiplicativo a 0 . Es 

decir, existe 



12.4. DIVISIBIL1DAD EN EL DOMINIO K [X] 

12,4.1. Division de polinomios 

Teorema. Dados dos polinomios A y B en K [X], siendo B no nulo, existen y son 
unicos dos polinomios Q v R. que vent scan 
i ) A - BQ T R 
ii ) R — 0 v gR<gB 
Demostracion) 

SeagB ~ m Se present, n los siguientes casos: 

I 4 3 * 0 v g,\ < m = o a R “ A satisfacen las condlciones de la 

tCSiS. 

11. gA -n> m = gB 
Sean 

n m 

A = 2 a, X‘ v B •= I 6 f X' ' 

1=0 f=o 

Entonces a n =£ 0 y 

A expensas de A v de B podemos generar un polinomio de grado menor que A o 
bien el polinomio nulo, restando de A el producto de B por un polinomio 
conveniente del tipo c p X p . 
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En electo, sean 

= y Aj = A — Q|B 

Resulta A| = 0 V gA, < gA, pues el polinomio Q,B es de grado n y su 
coeficiente principal es a, 

Si A, -7^0 y gA, >gB, e! procedimientopuede reiterarse obtemendose A, tal 
que 

A- —0 V gA 2 <gAx 

En general, si A, * 0 gA, »gB. Itamando 

Ai = X e, X' con 1 1 4 - 0 

J i- 0 

se defmen * 

Qj~i = -- x f - m 

y 

Aj.i = Ay — Q/.i B 

Los enteros no negatives gA, gA,. gA 2 , . . . forman una sucesion decreciente y 
en consecuencia se llega a la existencia de Ah tal que 

A h =0 v gA h <m 

Resuita 

A h = Ah_ i - Oh B = Ah _2 - (Qh + Qh-t) B = .. .= 

= A —(Qi +Q 2 +... + Q h )B 

Entonces. llamando R a A* y Q a Z Qj. se verifies 

A = BQ t R - (R — 0 v g R <|8) 

La demostracion de las unicidades de Q y R se proponen cotno ejercicio. 

Los polinomios Q y R, que verifican el teorema. se llaman el cociente y el resto 
de la division de A por B. 

Ejemplo 12-5. 

Obtener el cociente y el resto de las divisiones de los siguientes polinomios de 

R[X] 

i ) A = X 4 + X 2 + 1 


B = X 2 + X + 1 
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Oi — 1 ~ a n 

C n _ 2 1 + C n - 1 « 

— 3 “ - 2 + 


c 0 + c t a 

y r = 0 + c 0 0. Estos resultados pueden iograrse con !a siguiente disposicion practica 


<*n 

Q n i 

«n- 

2 > • 

■ <*\ 

a ° + 

a 

^‘n-l 

ac n - 

2 . 


ac o 

C n _ j 

c n -2 

c n _ 

3 . 


T ' 7 


Ejemplo 12-6 . 

Mediante la regia de Ruffmi, obtener el cociente y el resto de la division de 
A = - X 3 + 2 por B = X - 2 


- 1 

0 

0 

“i 

2 

_ i 

-4 

— 8 

- 1 

_ 

-4 

— 6 


Resulta 

Q — — X 2 -2X-4 y r ~ ~ 6 
12.4.3. Relacion de divisor en K [X] 

Por defmicidn, el polinomio B es divisor de A si y solo si existe C tal que A = BC. 
Se dice tambien que A es multiple de B. Si entonces la definition anterior 

equivale a decir que el resto de la division de A por B ss el polinomio nulo. 

Se verifican las siguientes propiedades 

I. Si un polinomio es divisor de otro. entonces es divisor de su produeto por 
cualquier polinomio. 

AiB => AjBC 

II. Si un polinomio es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma. 

ASB A A|C => AiB + C 

IIL Si el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo polinoniio no aulo, 
entonces el cociente no varia, pero el resto queda multiplicado por dichc polinomio. 

Hipotesis) A C^O Tesis) AC | BC , 


R 0 


RC Q 





12.5. IDE ALES Dfc R [X| 

De acuerdo con 9.6.2., el subanillo I de K fX J es un ideal si y solo si 
A e I a P e K [X] AP e I 

I deales triviaks del anillo K [X] son el mismo K[X] y el conjunto cuyo unico 
elemento se reduce al polinomio nulo. Este se llaina ideal nulo de K [X].- 


Teorema. Todo ideal de K [X] es principal. 
Opmostracion) 
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Se trata de probar que todo ideal de K [X] esta generado por un unico polinomio. 
Distinguimos dos casos 1 

i ) Si I es el ideal nulo, entonces esta generado por e! polinomio nulo, y en 
consecuencia es principal. 

ii) Sea I ^o)> un ideal no nulo de K [X]. Entonces existe en I un polinomio no 

nulo. Como los grados son enteros no negatives, de acuerdo con el principle de 
buena ordenacion, ! con ticne a un polinomio de grade minirno. Sea este B, Ahora 
bien. si A e I, por el algoritmo de la division, existen en K (X) dos polinomios Q v 

R. unices, tales que 

A - BQ * R y R. = 0 v gR < gB 

0 sea 


Por deflnicion de ideal 


R - A - BQ 


A e I a Bel *+ A € I a BQ € I => A - 8Q € I ^ R el 

Como B es de grade minimo en I, no puede sergR <g-B,y en consecuencia R — 0, 
Es decir 

A = BQ 

Esto signiflca que l esta generado por el polinomio B, de grado minimo, o, lo que es 
lo mismo, I es un ideal principal. 


12.6. FACTORIZACION EN KfX] 

12.6.1. Maximo comun divisor 

Scan A y B dos polinomios no simultaneamente nulos del dominso de integndad 

principal K [Xj. 

Definition 

El polinomio D es un maximo comun divisor de A y B si y solo si es divisor de 
ambos y. ademas. multiplo de todo divisor comun. 

f DjA a D |B 
D esunm.c.d. de A y B <j 

[ D1A a D’JB => DID 

Teorema. Todo maximo comun divisor de dos polinomios A y B es una combinacion 
fineal de los mismos con coeficientes en K [X]. 
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Demostracion) 

Sea I el ideal de K 
Es deeir 


[X] gene rad o por los polinomios A y B. 


l=['PA + QB/PeK[X] a QeK[X]} 


Como ‘.odo ideal de K [X] es principal, I esta genetado por un poUnomio D de 
grado minimo, es deeir, existen S y T en K [X] tales que 

D = SA + TB (1) 


ruf Oliti paitc 

A - I A + 0 . b a B = 0 . A . + 1 . B => A € l a Bel 

0 sea. A y B son multiples de D, o lo que es lo mismo, D es un divisor comun de A 

v S. 

Sea ahora 

D’|A a D’lB -> A = MD’ a B = ND’ 

Sustituyendo en U) 

D = SMD’ 4 TND’ = (SM -1- TN) D’ 


Luego 

DTD 

En consecuencia, D = SA + TB es un maximo comun divisor de A y B. 

Pmpiedad. Si DyD’ son maximos comunes divisores de A y B, entonces existe 
a e K tal que D = aD\ 

Demostracion) 

Por ser D’ un m.e.d. de A y B, se verifies 

D1A a D’lB 

Y como D tambien lo es, se tiene 

D’lD 

Por definicion de divisor existe R en K [X] tal que 

. D = D’R <- 

Por grado del producto 

gD = gD’ + #R 

Y como los grades son enteros no negatives, resulta 

gD^gD 7 ( 1 ) 


Analogamente 

gW>gD ( 2 ) 

De (1) y (2), por la antisimetria de la relacion de mayor o igual, es 

gD = gD' 

O sea. gR ~ 0. Esto nos permite identificar al polinomio R de grado 0, con una 
constante no nula a, de K. 

Luego 

D = aD’ 

Siendo todos los m.e.d. de A y B del mis mo grado, eonvenimos en liamar maximo 
comun divisor de A y B al unico m.e.d. monico, y escribiremos m.e.d. (A , B). 

Ejempio 12-8, 

* 

Determinamos el m.e.d. de A y B en los siguientes casos 
i ) A = 3' X 3 ' B = 4 X 2 en Z 5 [X]. 

Resuita m.e.d. (A y B) = X 2 . 
ii)A = -2X 2 +:X B=V3 X-y/3 en R [X] 

Se tiene m.e.d. (A v B) = X — L 

12.6.2. Determinacion del m.e.d. por divisiones sucesivas 

La propiedad demostrada en 9.14.2. es valida en K [X] y nos permite afirmar que el 
m.e.d. de los polinomios A y B es igual al m.e.d. entre B y el resto de la division de A 
por B, siendo B # 0. 

El esquema de las divisiones sucesivas propuesto para los enteros en 9.14.3. adopta 
aqut la forma analogs siguiente 



0. * 

q 2 


Qn- t 

Q n 

Qn+1 

A 

B 

R. 



Rn-1 

R„ 

Ri 

R: 



R„ 

0 



En consecuencia 

m.e.d. (A , B) = m.e.d. (B . R!) = m.e.d. (R, , R 2 ) =... = m.e.d. (R„_, , R„) = 
= m.e.d. (R„ . 0) = R„ 

siendo R„ ei ultimo resto no nulo de las divisiones sucesivas. 
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Ejemplo 12-9. 

Determinar el m.c.d. de A = X s + X 3 - 2 X 2 + X - 1 y B = X 4 ~ 2 X + 1 
por divisiones sucesivas. 



X 

X 

X 2 + X + 1 

X s +X 3 -- 2X 2 + X— 1 

X 4 — 2X + 1 

X 3 -1 

X -1 

X 5 - 2X 2 4- x 

X 4 - X 

X 3 - X 2 


X 3 - ] 

1 

f 

- X 4 1 

X - 1 

X 2 - I 

X 2 - X 

X - 1 

x- i 

0 


Resulta m.c.d. (A . B) ~ X — 1 


12.6.3. Poiinomios coprimos 

Sean Ay B dos poiinomios no simultaneamente nulos de K [X]. 

Definition 

Los poiinomios A y B de K [X ] son coprimos si y solo si todo divisor comun de 
A y B es inversible. 

Equivaientemente, podemos decir que A y B son coprimos si y solo si todo m.c.d. 
de A y B es de grado cero. Como e! polinomio monico de grado cero es 1, se tiene 

Ay B coprimos m.c.d. (Ay B) = 1 

En conseeuencia, de acuerdo con el teorema 12.6.1resulta 

A y B coprimos ** 3 S y T en K [X]. SA + TB - I 

Ejemplo 12*10, 

En R [X] se consideran los poiinomios 

A = X 3 + X 2 y B = X -1 
Por el aigoritmo de la division existen 

Q = X 2 + 2 X + 2 y R = 2 

tales que 


Entonces 

(X 3 + X) - (X 2 + 2 X 4- 2) (X - 1) = 2 

O sea 

\ (X 3 + X) +{- 4- X 2 - X - l)(X- 1) = 1 

Es decir, hemes expresado al polinomio I como combination lineal de A y B con 

coeficientes S — —zr y F — — X* X ~~ 1. de lo que se deduce que A y B son 
coprimos. 

12.6.4, Polinomio primo o irreducible 

Sabemos que los unicos poiinomios inversibles de K [X] son las constantes no nulas 
de K. Dado A = X + 1, ocurre que las unicas descdmposiciones de A en el producto de 
dos poiinomios P y Q son tales que P es inversible o 0 es inversible. Es decir. no es 
posible descomponer a A en el producto de dos poiinomios de grades positives. Se dice 
entonces que A es primo o irreducible en R [X]. 

Definition 

El polinomio no inversible A e K [X] es primo o irreducible si y solo si to da 
descomposicion A = PQ es tal que alguno de los factores es inversible. 

0 bien 

A es irreducible si y solo si no existen P y 0 tales que 

A = PQ con gP >0 a gQ >0 

Ejemplo 12-11. 

i ) Todos los poiinomios de grado 1 son irreducibles en K [X], pues ningun 
polinomio del tipo A = 0iX4-tf o con a x =£G puede descomponerse en el 
producto de dos poiinomios de grado mayor que cero, 

n ) No todo polinomio de grado 2 es irreducible en R (Xj, 

En efecto. A - A bX t- e con b“ “ 4 ac < 0 es irreducible, pero si 
b 2 — 4-ac* > 0, entonces A es reducible, es decir, puede expresarse como el 
producto de dos poiinomios reales de grado 1, 

12.6.5. Propiedades. En el dominio principal K [X] se verifican las siguientes 
proposiciones, cuyas demostraciones son analogas a las desarrolladas en el Capitulo 9: 

I. Si un polinomio primo es divisor de un producto, entonces es divisor de alguno‘de 
los factores. 


X 3 + X = (X 2 + 2 X + 2) (X - 1) + 2 


Pes primo a P|AB => P!A v P|B 
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H. Si un polinomio es divisor de un producto y es coprimo con uno de ios factores, 
entonces es divisor del otro. 

P1AB a m.c.d. (Py A) = 1 => P|B 

12.6,6. Teorema fundamental de la descomposicion factorial. Todo polinomio no nulo 
en K [X] puede expresarse como el producto de una constante por polinomios 
monicos irreducibles. Tal descomposicion es tiniea, excepto el orden de los factores. ' 
Demostracion) 

Distinguimos dos cases: 

f. Si A es una constante no nula o un polinomio irreducible en K [X], el teorema se 

-urr.ple obviamente, pues 

A = a - a . 1 

0 bien 


A = I a { X 1 = 
*-o 


a n 2. 

i=0 



If. Sea A de grade m reducible en K [X], Entonces existen en K [X] dos polinomios 
Pi y P 2 de grades positives, tales que 

A = PiP 2 (1) 

Supongamos que la descomposicion es valida para todo k < m, es decir 


p ‘ p ;, 


y r i # p;, 


J=l 


donde a x v a 2 son constantes y los polinomios P’j, y P* 2/ son monicos irreducibles, 
Multipiieando las dos ultimas relaciones se tiene 


P.Pi P’ujf.ff Py') 

Teniendo en cuenta ( l) resulta 


a = a 7 f p;; 

siendo a una constante h = t + u y los ? h polinomios monicos irreducibles. 0 sea, la 
descomposicion es valida para m, y en consecuencia lo es para todo n e N, de acuerdo 
con el segundo principio de induccion completa. 

Para probar la unicidad de la descomposicion factorial, suponemos que A admite 
dos descomposiciones 

y A = b Q t Q 2 .. . Q s . 


Como ay b son el coeficiente principal de A, se tiene a = b . Entonces 
P|Pa ...Pr = Q| Q 2 ...Q, f2) 

Ahora bien 

Pi IA y Pi priino *=> PilQi para algun i por 12.6.5.1. 

Entonces, Q, = RPi, pero como Qj es irreducible debe ser R una constante, y 
ademas igual a 1, ya que ambos son polinomios monicos. En consecuencia, Pi = Q,-. 
Luego de dividir (2) por esta igualdad resulta 

P:P 3 ...Pr= * Q, 

Reiterando el proceso. de acuerdo con el segundo principio de induccion completa, 
los P fe son iguales dos a dos a los Qj, y la descomposicion es uniea. 

Efemplo 12-12 . / 

Descomposicion factorial de los siguientes polinomios en R [X) y en C [X]. 

i ) P - X 6 - X 5 + X 4 - X 3 = X 3 (X 3 - X 2 4- X - 1) - 
= X 3 [X 2 (X“ 1)3 -X 3 (X 2 4“ IMX-I) 

Esta es la descomposicion de P en cinco factores monicos irreducibles en R [Xj. El 
exponente 3 del factor irreducible X es el mayor entero que satisface X 3 [P. Ademas, 
X 2 -4- 1 es irreducible en R [X], pues b 2 — 4ac = 0 — 4 < 0. 

En cambio, en C [X] la descomposicion factorial es 

P = X 3 < X + 0 (X - 0 (X — 1 > 

ti > Q = X 4 + X 2 + I = X 4 + 2X 2 + 1 - X 2 = (X 2 + 1 ) 2 - X 2 = 

= (X 2 + X4- 1){X 2 - X + 1) 


que son irreducibles en R [X], pero no en C [X], pues 


X 2 + X + 1 = X 2 + X + 4- + 4- = 

4 4 



Analogamente 



A=flP, P 2 . ..p, 
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12 . 7 . ESPECIALIZ ACION DE X Y RAICES DE POL 1 NOMIOS 

12.7.1. Especializacion de la indeterminada X 
SeanP e K [X] y ft e K 

Definition 

Espeeiaiiziicion de X por a es el eiemento de K 

n 

P Ux) = I a t a 1 si gP > 0 

/«o 

P (a) = P si gP — 0 
P (a) ” 0 si P - 0 

Ejemplo 12-13 . 

Determinar las especializaciones de X en los siguientes casos 
i)a = VT v p = 3X 4 --X 2 +S en R [X] 

Se tiene 

P(V2) = 2 (v'2) 4 -(\/2) J +1=7 

ii ) a = 1 + / y P = iX + i en C [X] 

Results 

P (l +/) = /(! + i) + i = 2 i — 1 

iii) a — 2 y P — 3 en Z s [X] 

Entonces 

P (2) = 3 

iv) De modo mas general, si P e K [X], la especializacion de X por a define una 

funcion de K [Xj en $1 mismo. Si P - X 2 -* l,ya*X-l, entonces 

P(ar) = *X™ ir — ! -X 2 ~ 2 X 

12.7.2. Raices de polinormos 
Sean P € K [Xj y aeK 

Definition 

ft € K es raiz de P si y solo si la especializacion de X por a es 0. 

O sea 


a es raiz de P o P (a) = 0 
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Propiedad. ft es raiz de P si y solo si X - a es divisor de P. 

I. a es raiz de P => X — aJP 
Dividiendo P por X — ft, se tiene 

P = (X~a)Q + r (1) 

Especializando X por ft se tiene 

P (a) - (ft — ft) Q (ft) + r = r 

V co mo ft es rarx de P por definicicn re suit a P (ft) 0 
sustiiuyendo en < 1 ) 

P » (X - ft) Q 

y en consecuencia 

X-a!P 

* 

il. X -ftjP => a es ra iz de P 
Por hipotesis 

X —a|P 

Por definicion de divisor, 3 Q tal que 

P = (X — a) Q 

Especializando X por 

o s — (*, __ *\i \ n trti'x — n 

i tuj ~v. 

Es dec ir, ft es raiz de P. 

12,7.3. Teorema del resto, El resto de la division de P por X - ft es P (ft). 

Demost radon) 

Dividiendo P pot X — a. se dene 

P = (X - ft) Q + r 

Especializando X por ft resulta 

P (a) = (a — a) Q (ft) + r 

O sea 

r = P (ft) 

Una consecuencia inmediata del teorema del resto es la siguiente 


X — ft IP ^ P (a) = 0 
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Ifemplo 12-14. 

i ) Determinar si P — X” — a n es divisible por X —a. 

Como r- P (a) = a n - a n = 0, resulta X - a IP. 

ii ) Obtener el resto de la division de P = 3 X 2 - 6 X + 1 por (3X + 6 ). 

Dividiendo ambos polinomios por 3, se tienen 


X J — 2X4- y X + 2 
El resto de su division es 

2 ? - 2 <- 2) 4- -i. = 8 + J = —■ 
De acuerdo con 12.4.3. HI. 


r 



12.7.4, Raices distintas de P e K [X] 

Si a t , os,. . .. a n son raices distintas de PeK [X], entonces 

JT (X —Qti} |P 
1=1 

1. La propiedad es valida para n = L pues 

h (X — a,-) = X — aJP ya que es raiz de P. 

i= 1 

IL Demostramos ahora 

tt (X — a,)|P =>'*' (X-Oi)IP 

i =1 l 

Por hipotesis y defmicion de divisor 3 Q tal que 

P = Q Tf (X-a,) il> 

1=1 

El resto de la division de Q por (X - a, l + 1 ) es r - Q (a ft+ { ). 
Especializando en (1) X por a h + x , 

P(OLh + \) = Q(<Xh + i) 3 (<**-,! -a,) = 0 
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por ser a h + j raiz tie P. Como las raices son distintas 

<*h+i ^0 Vi == 1 ,... ,h 

resulta 0 (a /l + 1 ) — 0 
O sea, r~ 0 

Entonces, X— + I |Q => Q = S (X — o h +1 ) (2) 

De (1) y (2) 

P = S(X — a h + i) n (X-a,) 

i- 1 

y por lo tanto 

h tt' (X — a f )iP 

t- 1 

Consecuenda. Todo polinomio de grado n en K [X] tiene a lo sumo n raices distintas. 
Demostracion) * 

Sean a h a 2 , . . . , a m todas las raices distintas de P Por el teorema anterior se 
verifies 

(X-a,-)|P 

Entonces 

P = Q 5r (X-a*) 

i= 1 


Luego 

Es decir 


W — gp ~ gQ -r m > ffl 

m < « 

12.8. RAICES MULTIPLES 


Sea a raiz de P 6 K [X]. 

Definition 

a tiene multipliddad p € N si y solo si P es multiple de (X — aV 7 pero no lo es de 
(X —a) p+1 . 

En este caso se dice que a es raiz multiple de orden p. 

0 sea 

a es raiz multiple de orden p e No (X — a) p |P a (X - a)* 3 * 1 \ P 
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La definicion dada pucde traducirse de la siguiente manera 

a es raiz multiple de orden p o P = (X — a) p Q a Q (a) # 0 
Las raiees de multiplicidad 1 se Hainan simples. 

Por ejempio, 0 es raiz doble de P = X 2 ; 1 es raiz triple de Q = X (X - l ) 3 y 0 es 
aiz simple. 

12 9 POLINOMIO DERIVADO Y RAICES MULTIPLES 

£29A. Operador derivado 

La funder* D : K [X J K [X] 
tefinida per 

DiP) = Dfl a. X' V f =P’ si gP>0 

\.*=0 - 1 

D iP) = 0 si P = 0 v gP = 0 

teibe el nombre de operador derivado en K [X], y la imagen por D de todo polinomio 
fSe llama polinomio derivado de P. 

El operador derivado satisface las reglas usuales de la derivation 

i ) (P + 0)’ = P’ + Q’ 

ii ) (aPY = «P’ 

ni) (PQ)’=P’Q + PQ’ 
tv) (P")' =«P"'* P’ 

12.9.2. Propiedad. aeKes raiz multiple de orden m > 1 de! polinomio P si y solo si a 

*s nil? de P y de P\ 

I. Sea a; raiz de P eon multiplicidad m > L E nonces. por dehnicion 1 
i> zy — o a O ^ 0 

Dehvando 

P’ = m (X - a) m ' ! Q + (X - &) m Q* 

Especializandc X por a resulta 

P’ (a) = 0 ya que m> 1 

O sea, a es raiz de P\ 

IL Sea a raiz de P y de PL Hay que probar que a es raiz de P con multiplicidad 
mayor que 1 . 
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Por hipotesis 

P (a)rO^X-aiP^P = (X - a) Q 
P’ (a) = 0 X —aIP’=>P ,=: (X —a)S 


Derivando (1) 


Sustituycndo en (2) 


P’ = 0 + (X - a) Q’ 

0 + (X — a) Q' = (X — or) S 


* 0 ) 

( 2 ) 



12.10. NUMERO DE RAICES DE POLINOMIOS 

Sea P e K [X] un polinomio de grado n y y sean ql x , a 2 , . . . , todas sus raiees 
distintas con muitiplicidades m t , m 2 ,. .. , m respectivamente. 

Teorema. La suma de las muitiplicidades de las raiees distintas de todo polinomio de 

mado ?! es me nor o igual que ft. 

£ ntj <gP = n 

i- 1 

Lo demostramos por induccion sobre A:. 

i i Sea A - 1, es decir. que la unica raiz es a* con multiplicidad m,. Entonces. 
por i 2.8. se none 

p | y ..... v*”’ ('% * n 0 

Luego 

t m, =m, =g(X-a,)’ n ' + «Q=gP = H 

1 

ii) Debemos probar que si la propiedad se cumple para k ~ h, entonces se 
veriilca para k—h + 1 , o sea 

h h+i 

i= l *= i 
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En efecto, siendo , ct 2 , • ■ • , <* h raices distimas de P con multiplicidades 
m 2 ., m h , se tiene 

h m ( - 

P= 7T (X *- ftj) . Q y Q 0 para/ = 1, 2 ,... Ji 

i~ 1 

Debe sor Q divisible por (X — «it+i) mj * +1 . Sean H y R el cociente y'el resto de la 
division, es decir 


Si R - 0. entonces 


x en conseeuencia 


Si R t®* 0. entonces 


Q = (X ~ot h+ i) h + l H + R 


It + J w * 

p= r tx-c^r 1 h 

i* 1 


h + t 

I m,+sH> 2 nti 

i~ l 4 = 1 


P = V (X - <*,) w< . H + & (X - a,)'”' R 


(X - a*.,) IP 


(X — a*., i** 1 |R n (X — a,) m ‘ 

i= I 


en conseeuencia 


(X-a ft+ i) h+1 !R 


R = (X-a h + 1 ) h+l s 


Entonces 


P = (X - af‘‘ (H + S) = h V (X - a,) m ‘ T 

i— 1 i= 1 


h+1 1 

n -g? ~ 2 nii + gT> 2 wij 

i= 1 t- 1 


Conseeuencia. Todo polinomio de grado /? en K [X] tiene, a lo sumo, n raices. 
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En efecto, si ctj, a 2 Q : k son todas las raices distintas de P con multiplicidades 

tn 11 m 2 ,. . . , m h , respectivamente, entonces el numero total de raices es 

k 

2 nif < n 
i- 1 

Ejemplo 12-15. 

El polinomio P = X 4 — 4 X 3 -f 5 X 2 — 4 X + 4 en R [X] admite la raiz 2. pues 
P (2) = 0. 

El polinomio derivado P’ = 4 X 3 - 12 X 2 -4- 10 X - 4 es tal que P“ (2) = 0, y en 
conseeuencia 2 es, al me nos, ratz doble de P. 

Apheando reiter auai iieiiie la regia de Ruffini 


1 -4 

5 

~ 4 

4 

2 2 

-4 

2 

-4 

1 -2 

1 

_7 

! o 

2 "? 

0 



1 0 

I 

0 



Results 

P = (X “ 2 f (X 2 + l ) 

Es decir P admite en R [X] la unica raiz doble 2, y la forma propuesta es la 
descomposicion factorial de P en R 

12.11. RAICES DE POLINOMIOS REALES 

Sea P e R [X], de grado*??. 

12.11.1. Teorema de Gauss. Si el polinomio real P. de grado n, con coeficientes 
enteros, admite una raiz racional (siendo p y q coprimos), entonces p es divisor 
del termino independiente y q lo es del coeficiente principal. 

n i 

Hipotesis) P - 2 a x X es tal que a t € Z y a n i= 0 

i =0 

— eQ es raiz de P y m.c.d. (p ,q)-\ 

Tesis) p\a 0 a q\a n 
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Ocmostracion) 

Como — e Q es raiz de P, se verifica 

a 


O sea 


F.ntonces 


(-£)*» 


v (n =n 

2 a, i "" 1 

1=0 v * / 


n 


</ W Uj —f 
i~ 0 


: 0 ** 1 Hi p' q 


*t — £ _ tf-'i 


• a 0 q + P| 2 >/ 


o 

N 

1=0 




■3o<?"=P|V 
• a 0 q n ~ p > s eon s e Z 


U) 


Distinguimos dos easos 

i ) a Q = 0 y el teorema se cumple con p = 0 y q = 1 

ii) ^ 0 

Entonces p ^ 0, pues si fuera p = 0, como q & 0, por (1) seria 0o “ 0* contra lo 
supuesto. 

En este case, de (1), resulta 

pltfo ? n 

y como p y q son coprimos, se tiene pla 0 por 9*8 ii) 

Por otra parte 

t a v‘ q n ~ i = 0 =>( 2 a, p* <f '*! + a n p" ®0 » 

is O' *' Ci*0 

=*■ a- z=q j ~ 2 ^p* ^ 

i~ o 

^ a ri p n ~q t con reZ =» 

Ejemplo 12-16. 

Determinar, si existen, las raices racionales de 

P = 8 X 3 + 10 X 2 - 11 X + 2 


Si existen,raices racionales - , debe ser p\2 a 8 

Los divisores de 2 son: 1, —1, 2 y -2. 

Los divisores de 8 son: 1, 2, -2, 4, —4, 8 y —8. 

De los 10 numeros racionales* — 2, — v •—■ son las raices de P, y en 
consecuencia la descomposicion factorial es 

1 X r 1 ^ 

P = 81X4-2)1 X- ™ MX - -r- j 

J *•'" ^ 4 - 

12.1 L2, Raices cornplejas de polinomios reales 
Sea P € R |X) un pohnomio de grade n. 


Teorema. Si un polinomio real adrmte una raiz eompieja, entonces admite a su 
conjugada. 

Hipotesis) P= 2 a, X* es tai que a } e R y :eC es raiz 

i* 0 

Tesis) 1 es raiz de P 
Demostracidn) 

Debemos probar que 

P(f) = 0 

Por hipotesis 

i*o = o 

2 a { z* - 0 
1=0 

U 

2 a { z l = 0 

i—0 

II 



i=0 


■S 


por conjugado de la 

suma y de 0. 



4 

2 ^(JV = 0 

i=0 

* . 
P(z) = 0 
II 

z es raiz de P 


por conjugado del 
producto, 

por conjugado de una 
potencia y por ser a t e R 
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Nora: 

Una consecuencia inmediata de este teorema es que todo polinomio real de grade 
impar admite ima raiz real. 


12.11.3. Teorema fundamental del algebra. Todo polinomio real de grado positivo 
admite una raiz en C. 

La demostracion de este teorema exige recursos no algebraicos y la omitimos. 


12.11.4, Deseomposicion factorial de polinomios reaies 

Sea P e R [X j. de grade n > Q, 

Teorema. Si P es un polinomio real de grado n > 1, entonces existen n compiejos a x , 
. . . . , a n . tales que 

?^a n % (X —cq) 

i- 1 


i ) Si g? — rt — 1, entonces 


P = tfj X 4* £T 0 =ai 


S 0 > 

X 4- j pues a i =£ 0 


Luego 


P = 7T (X — a,) donde a t 

i- I 


fo 

*1 


ii) Suponemos que la propiedad se verifica paragP = h <n. 

Sea P de grado h + 1 y a h+l raiz de P, la cual existe por el teorema 
fundamental. 

Entonces 

.P = (X-a h+1 )Q O) 


siendo gQ—h. 

Por la hipotesis inductiva se tiene 

Q =a h+l j | i (X-a.) 

Y sustituyendo en (1) 

p = fl * +1 V'cx-a,) 

i=l 


Ejemplo 12-17. 

Efectuarla deseomposicion factorial del polinomio 

P-4x 3 -4x=+2X-1 

enC [X], 


P= 4 <X 3 -3X J +4X-2) 

C omo <y, 5 = 1 es ra \r de 

Q = X s ~ 3 X 2 + 4 X - 2 

entonces (X — 1) es divisor de Q. 

Efectuando la division por la regia de Ruffirii, 


1—3 4 —2 

1 1-2 2 

i -2 n r 

el cociente es 

S = X 2 - 2 X + 2 

y sus r a fees son 

<* 2,3 55 1 ± i 

Luego 

p = y (X- i)(x- i -<)(x- i + o 


12.12. RELACIONES ENTRE RAICES Y COEFICIENTES 

n 

Sea P = !£ a f X* (1) un polinomio de grado n en C [Xj. Su deseomposicion facto¬ 
rial es, en consecuencia 

P = a n Sr (X-a,) 

*= 1 

Es decir 

P«« n (X--a I )(X-a 2 ),..(X-a ll ) 

donde a,- con / = 1, 2, . . . , n son todas sus raices complejas, simples o multiples. 
Efectuando el producto de ios polinomios monicos irreducibles, se tiene 


dl 
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i ) La suma de las raices es igual al segundo coeficiente cambiado de signo, 

dividido por el coeficiente principal. 

ii ) La suma de los productos binarios de las raices es igual al tercer coeficiente 

dividido por el coeficiente principal. 

Las mismas reglas valen para las sumas de productos ternarios, cuaternarios, 
etcetera, con signos — o +, aitemativamente. 

El producto de las n raices es igual al termino independiente dividido por el 
coeficiente principal, con signo + o —, segun que n sea par o impar, respect ivamente. 


Ejemplo 12-18. 

Determinar el polinomio monico de grado 3 cuyas tmcm son 
<**^1 , ct 2 =-l , a 3 ~2 

Hay que obtener a 2 , a { y a Q tales que 

P-X 3 ±a 2 X 2 + a u X + a 0 


Como 


a 2 

a, 4 - a 2 4 - = 2 — —’ - ~ — ay 

«3 


a x 

a, a 2 + oti a 3 + a 2 a 3 = — l =-= a x 


, a o 

ai a 2 = - 2 =-— » - a 0 

a 3 


Se tiene 


Luego 


*2 =“ 2 , a 1 1 , tf 0 = 2 

P«X 3 -2X 2 -X + 2 


12.13. FORMULA DE TAYLOR Y 

METODO DE HORNER 

n 

Sea P » E ai X* en K [Xj un polinomio de grado positive. 
i -0 

Pensando P como una funcion de K en K respecto de la espeeializacion de X, si 
efectuamos una traslacion defmida por a e K, al referir a P respecto del nuevo origen, 
la indeterminad3 Y esta vinculada con X mediante X = Y + a 


i 
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' \ 0 



p = f MX -*) 4 * 

«*— a « 

j 

donde P queda express do en potencias de X~a — Y, v euyos eoeticientes bi seran | 

determinados a continuacion, 

a 

12,13*1. Formula de Taylor ! 

A partir del polinoirio P = £ bi (X ~ a? { i) de grade n > 0, determinamos las n 

1=0 i 

ienvadas sucesivas: 1 

P’ = iibi(X-a) il 

i=i 

P"= £ i(i- 1)(X -a) 1 ' 2 
1=2 

P”’ = I 1(1 - 1) (/ - 2) (X - a)* 3 

i=3 


£ i (i - 1) (/ - 2) ... [f - (n - 2)j (X - > 

f=«-l 

PC'*) = 2 Hi — 1) (/ - 2) . .. [/ - (n - 1)] (X - af n 

i-n 

Espeeializando X por a ep P y en las n derivadas, se tiene 
P (a) = b 0 

■ P’ (a)= f .b, = 1! 6, 

P” (a) = 2 . 1 . = 2! b 2 

P’» = 3.2.1 . bi = 3! i> 3 


P <n >(a) = n\ b, 



donde gQ t = i ,Vi = 0,1— 1 
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For el algoritmo de la division se tiene 

P =& 0 +(X- fl )Q„.i=i> 0 +(X-a)[& 1 + (X-«)Q„. 2 ] = 

= b 0 + bi (X - a) + (X - a) 2 Q„. 2 ■■= 

= b 0 + b , (X - a) + b 2 (X - af + (X - af Q n . 3 = ‘ 

= ... = b 0 + b x (X - a) + b 2 (X - a-) 2 + ... + b n (X - af 

cuyos coefficients son los sucesivos restos que resuitan de las divisiones sucesivas 
tndseadas. \ 

Ejemplo 12-19. 

Expresar el aolinomio P = X 3 - 3 X 2 4* 2 X + 1 an potencias de X + I utilizando 
los metodos anteriores, 

i ) Formula de Taylor. Obtenemos los polinomios derivados 

P’ =3X 2 -6X42 
P” = 6 X - 6 
P”’ = 6 

Especializamos X por — 1 * 

P — 1)= — 1 — 3 — 2 + 1 = -5 
P’(-l)-3+6 + 2»ll 
P” (— 1)= — 6 —6 = — 12 

P*” (“ 1) =* 6 l 

Luegc 

3 p(0 / \\ 

P = 2 . ( x + IV = 

i=0 1 : ‘ 

= - 5 + 11 (X + 1) - ~ (X + l) 2 + -|r (X + 1> 3 = 

= -5 +ll(x+1)-6(X+l) 2 +(X + 1) 3 

ii ) Metodo de Horner. Efectuamos las divisiones indicadas en 12.13.2. mediante 

la regk de Ruffini 
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1 

-3 

2 

1 

“ 1 

1 

- 1 

4 

-6 


1 

-4 

6 

1 ^rS 

" 1 

1 

- 1 

5 



1 

-5 

1 11 


" 1 


- 1 




1 

1-6 



:oeficientes son 

= — 5 

.6, =11 


- 6 y b 3 = 


Se tiene 

P = — 5 + 1! (X + I) — 6 (X + l) 2 + (X + if 




trabajo practico XII 


; 2-20. Determiner 2 . b y c en R de raodo que 

i ) 9 X : — 16 X + 4 = a (X — l)(X - 2) + bX (X — -) + cX (X ~ U 

n) X + 2 = a(X 2 + X+ I) + (fcX + t)(X- 1) 

f2-2l. Dados en Z„ [XI los polinomios 

p = 7 x 4 + x 3 +4 x + 3 
q =Tx 2 + 5 x +1 

Determinar 

i )2P-Q 

ii > PQ 

iii) P : + Q 

jv) el grado de XP + 2 Q 

12-22. Obtener el numero de polinomios en Z[XJ de grado menor que 4 con 
coeficientes a t tales que ia, - 1 1 < 3 

12 . 23 . Determinar si existen polinomios A d R |X} de grade positive, tales que 
A 1 - A = 0. 

12-24. Obtener el cociente y el resto de la division de A por B, pertenecientes a Q [X], 
en los siguientes casos: 

i )A = — X B = — X-l 

ii ) A = X 4 — X 2 +2 B = -X 4 + 2X-1 

iii) A = 2 X 2 — 1 B=X 3 -X 

,2-25. Dados A = X 3 + 2 m X + m y B = X 2 + m X - 1 en R [X|, determinar m 
para que A sea divisible por B. 

12-26. Mediante la regia de Ruffini, determinar el cociente y el resto de la division de 
A por B en^cada uno de los siguientes casos 

i )A = -aX 3 + a \X-l B = X-a 

ii)A=3X 4 +X 2 +4X + 2 B = X + 2 enZ 5 [X| 


TRABAJO PRACTICO XII 


415 


iii) A = /X 4 — 2 X 2 + i B = X + / en€[X] 

iv) A = 3X 3 -6X+ 1 B=3X-9 

12-27 . Determinar el m.e.d. de los pares de polinomios que se indican 


i )A = X 4 + X 3 — X 2 +X-2 

y 

B = X 4 + X 3 - 3 X 2 ~ X + 2 

ii)A = X 4 -16 

y 

B = X 2 + 4 

iii) A = X 11 -1 

y 

B = X 33 - 1 

iv) A = X 3 + 2 X 2 —X— 2 

y 

B = X 4 + 2 X 2 - 3 


1 2-28. Sean P y 0 en K [X] y a e K. Demostrar que P . Q (a) ~ P (a) . Q es multiple de 
X 

12*29, Realgar la descomposieion factorial de P = X” + 4 X" — 4 X — 16 en Q [X], 
^ R [X] y C [X]. 

12-30, Verificar que P * X 4 - 5 X 2 + 6 carece de'rai'ces racionaies. 

12-31. Obtener todas las raices de P = X 4 - 10 X + 1 

12-32. El poiinomio F = X 3 + 2 X 2 - 4X-8 admite una raiz doble. Obtener la 
descomposieion factorial en Q [X]. 

12-33. Expresar en la forma X 4 + a x X' el poiinomio P = (X — «*) tai que 
a, e R para i — 1,2, 3,4 

12-34. Determinar el poiinomio monico de grado 4, cuyas raices son — 2, - h 1 y 2. 
12-35. Investigar si los siguientes polinomios son irreducibles en Q [X] y en R [X] 
i ) A = X 3 — 3 

ii) B-5X 2 +4 

iii) C = X 6 — 1 

12-36. Demostrar que F = £ a, X 1 es irreducible en RlX} si y solo si 

i *=o 

^-a x ~ 4a 0 a 2 <0. 

12-37. Proponer un poiinomio irreducible en Q [X] del tipo a X 2 4- b X + c, tal que 
b 2 -4ac>0, 

12-38. Determinar en Z 5 [X] un poiinomio P de grado 2, tal que . 

P (I) = 3 , P (3) = 0 y P(2)=l- 

12-39. Sea B^O en K [X]. En [X] se define la relacion de congmencia modulo B 
mediante 

A-A 1 «*BiA~A’ 

Demostrar que tal relacion es de equivalence y determinar las clases de 
equivalence 
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1240. Demostrar que la congruencia modulo B # 0 en K [X] es compatible con la 
suma y el producto. 

1241. Sean A y B en K [X]. Demostrar que 

I={SA + TB/S y TeKlX] } 

es un ideal de K [X]. 

1242. Demostrar que la intersection de toda familia de ideales de K[X] es un ideal* 

1243. Demostrar que el Meal generado por Aj y A 2 en K [X] es igual a la intersection 

de todoslos ideales que contsenen a A. y h 2 . 

1244. Determinar todas las raices de las siguientes ecuaciones 

i ) X 4 + 16 i = 0 

ii) X J 4 X 2 4X41=0 

iii) i X 3 + 1=0 

1245. Dado P ~ 8 m X 2 + 7 im - 1) X 4 1 con m =£ 0, determinar m en los sipientes 
casos 

i ) Las raices son opuestas. 

ii) Las raices son reciprocas. 

iii) Las raices son reales e iguales. C ~ ~ 

1246 . Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) X 3 + 2 X 2 43X42=0 siendo a, + a 2 -a 3 =0 
ii) 2 X 3 - X 2 - 5 X - 2 = 0 siendo a* 4 1 = 0 

1247. Resolver las siguientes ecuaciones 

i ) abX~bX(a + b+ X)=aX(a +b+ X) + ab (a + b+ X) 
ii) X 8 4 2 X 4 4 1 = 0 

1248. Dada la ecuacion X 3 ~ 7 X + m = 0. determinar m para que oq — 2 a 2 ~ 0. 

1249 Determinar b suma ie los cu&drados de las raices de la ecuacion 
X 4 - 3 X J 4 4 X 2 - 4 X 4 4 “ 0 

12-50. Dado P - X 3 — 3 X 2 4 2 X en R [X j, determinar ei polinomio cuyas raices 
exceden en 3 a fasanteriores. 


J 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 


TRABAJO PRACT 1 CO ! 

1-17. * Mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan las 
respuestas que no figuran en los libros. 

* Aceptan las respuestas que no figuran en los libros o imponen un cumulo de 
nomias estupidas. 

* Si mis maestros hacen que todas las lecciones sean aburridas y no aceptan hi 
respuestas que no figuran en los libros, entonces imponen un cumulo de 
nonrns estupidas. 

1-18. La proposicion compuesta es la conjuncion de 8 proposiciones simples: 

Pi A p Z A ... A Ps 

donde pi : “la chatura de eiertas disciplinas escolares se trasmite a los maestros”, 
etcetera. 

1-19. Adoptando la combinacion de valores de verdad que figura en el texto, los 
, renglones para las tabias propuestas son: 

i ) VFVVVVVV ii ) V V V V 

1-20. * Mis maestros hacen que algunas lecciones no sean aburridas. 

• Aceptan las respuestas que no figuran en los libros. 

• No imponen un cumulo de normas estupidas. 

1-21. i ) - p a q. Su negacion equivale a p V ~ q, y la retraduccion es: “es justa a 
no man tie ne el or den”. 

ii) p a q ; — p v ~ q; “los alumnos no conocen a los simuladores o no los 
desprecian”. 

iii) p =>q;p a ~“los alumnos conocen a los simuladores y no los 
desprecian”. 

1-22. i ) si. ii) si. iii) no. iv) si. 

l-23. i )p a q • ii) ~p a (<? V -'-<?). 

1-24. F. 

1-25. i ) si; V. ii) si; F iii) si : V. iv) no. 

1-26. i ) V. ii ) V. iii) F. 
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1*27. i ) Vx : - P (x) a Q (x) ii)3x/P(x) A ~Q(jc). iu)3xNy :xy^Q 
I*28. Utilizar h ley del siiogismo hipotetico. 

1*29. i )VxeR:x 2 >2;3x€ R/x 2 < 2; existe algun numero real cuyo cuadrado es 
meno o igual que 2. 

ii ) 3 x eZ/x 3 4- 1 = (x + l) 3 ; V x e Z: x 3 + 1 =£ (x 4- l) 3 ; todo numero entero 
es tai jue su cubo aumentado en uno, es distinto del cubo del siguiente. 
iii) Vx . ? (x) Q (x) ; 3 x/P (x) A ~~ Q (x); existen personas que estudian y 
no trhnfan. 



1-31. i ) [(p a q) v (^p a v q] a p 

ii) Utilizaido una ley de De Morgan y el hecho de que la disyuncidn entre una 
propoacion y su negacion es una tautologia, se llega a p A q, cuyo circuito 
es 



1*32. Vx e Z : xes impar => x 2 es impar. 

Contrarrenproco: si el cuadrado de un entero es par, entonces dicho entero es 

par. 

Contrario Si un entero es par* entonces su cuadrado es par 

Reciprocc: Si el cuadrado de un entero es impar, entonces dicho entero es 

impar. Paia demostrarel teoremacontrarreciproco, considers* = x 2 ~ x ix — 1 ). 

1*33. Suponer qie a es par o que b es par; se Hega a que ab es par. 

1*34. De las do* primeras results p v r; considerando esta y la tercera proposicion, 
por ser ambas verdaderas, results la verdad de p. 

1*35. De la verdid de las dos primeras se infiere la verdad de r ; y por la ley del modus 
ponens, reiulta la verdad de s, 

1-36. La forma simbolica del razonamiento es 
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~ p =» r a s 
~~ r a s 

P 

La validez se justifica teniendo en cuenta la equivalencia entre una implicacion y 
ia disyuncion entre la negacion del antecedente, y el consecuente. 
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2 . 34 . S={( 1,1,1), (1,1,0) ,(1,0,1) ,(0,1,1) ,U,0,0) ,(0,1,0) , (0,01) , (0,0,0)} 

2-35. S, ={(.1,1,1) ,(14,0) ,d,0,l),(0,1,1)} 

Si =Si 

S 3 = {(1,1,1), (0,0,0)} 

2-36 $1 ={(0,1,0),(1,0,0),(0,01),(0,0,0)} 

Si-S 3 = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} 

Si n s 3 = {( 1 , 1 , 1 )} 

(Sj u s 3 ) n Si = Si ^ 

2.37. A=f-3,-2,-1,0,1,2,3} y B = {-2,-1,0,1,2/ 

AnB=B,AUB = A,A-B = {-3,3} , B - A = « , A A B = A - B 

y .33 A = [- — , -j ] y B = [- 4 > 4 j 5011 dos intervals cerrados reales. 
AnB = B;AUB = A;B c = R-B=(-«,--y) U (j •*) 

2-39. A ={— 1 , l} y B = l — 1, M • 

AnB=A,(AUB) c = B c =R-B={xeR/W>l} =(-»-lMl,°°) 

2-40. AUB= {— 6, — 3, — 2, — 1,0, 1,2,3,61 

AOB ={-3,-2,- 1,1, 2,3}, A-B = {o},B-A={-6,6}, 

AAB ={-6,0,6} 

2-41. $ , {(0,0)} , {(!", 0)} , A 

2-42. A 2 = { (a,a) , (a.ft) . (V) , (ft.*)} , los elementos de P (A 2 ) son: <p , {(a,a)} 
{(a.fc)} , {(ft,*)} , {(ft.*)} , {(«,«), («•*)} - {( a ’ a > ■ ( 6 - a )} * 

{(a.a), (6.6)} , {(a,i) , (&,a)} , {(a.b) ,(ft.ft)} , {(M ,(*•*)} . 
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{(a,a) , {a.b) , (b.a)} , {(a.a) , (a.b) , (ft,6)} , {(a.b) , (M , (&,*)} . 

{(a,a) , (ft,a) , (ft,ft)} , A 2 . 

2-43. i ) reAHB =>.re A a x e B =4- x e A. Luego, A n B c A. 

Usar el mismo procedimiento para demostrar A C A U B. 

2-44. Considerar x e A, utilizar la hipotesis y la definicion de interseccion. 

2-45. Sea xeAUB =>xeA v xeB^xeC v xeC=»xeC. 

2-46. En el texto esta demostrado: <t> C A, y como por hipotesis AC), results K = <p, 
poi definicion de igualdad. 

2-47. Considerar A -(AO B). teneren cuentaque la diferenciaentre dosconjuntoses 
iaual a la interseccion del primero con el complementary del segundo, utihzar 
una ley de De Morgan y la distributividad de la interseccion respecto de la union, 
para obtener A - B. El mismo procedimiento se sigue para probar (A U B) 

- B = A - B. 

2-43. Se aplica el mismo metodo que en el ejercicio anterior. 

2-49. (A n B) - C = (A n B) n c c = AnBnc'nc' = (Anc c ) ft (Bn c c ) = 

= (A—C)n(B-C). 

2-50. (A-B)—C=(AfiB c )nC c =AH(B C HC e )= A n(B U Cf = A-(BUC). 

2-51. A ~ (B - C) = A n (B n C c ) e = A n (B c U C) = (AHB C ) U (A n C) = 

= (A — B) U (A n C). 

2-52. Expresando en terminos de intersecciones ambos miembros de la inclusion, hay 
que demostrar 

A nB c nc c CAn(B fl uC) 

SeaxeAnB c nC c =»xeA a xeB c =»xeA a xeB e UC =>xeAn(B c UC) 

2-53. AU(B —C) = AU(BnC c ) = (AUB)n(AUC c ) = 

= (AUB)n(CnA c ) C =(AOB)-(C-A> 

2-54. (A n B) U (A n B c ) = A n (B U B e ) = A n u = A. 

2-55. Como (A - B) U B = (A n B c ) U B = (A U B) O (B c U B) = (A U B)HU = 

= A U B, hay que probar BC A •» AUB = A.loque esta realizado en el 

texto. 

2-56. Esta demostrado en el ejercicio anterior. 

2-57. AAB-0 «*.(A-B)U(B-A) = $ <*>A-B=0 a B~A = 0<*> 

»ACB a bca»a = b 

» 2-58. A B^ 0-»3 xeA a 3 y e B 3 (x.y) e A X B A X B =£<£. 

Luego AXB = $'**A = $vB = $. 
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2-59. j ) (xj>)e AXC^xeA a jeC =^>jceB a j e D ==> (x t y) e B X D 
ii ) Sean xeA a ye C =* (x y y) e A X C =» (x,y) eBX D =» 
x e B a yel). 

2-60. (x f y) e (A n B) X C => x e A a .xeB a y eC =* (x e A a yeC) a 
a (xe3 a y e C) =» (x,,y) € A X C a (x,y) e B X € => 
^(x,j)e(AXC)n(BXC). 

2-61. (x f y) e(\-B)XC <»xeA a x£ B a ;eC (x e A a veC) a 
a {xil v y0C) <* (xj)eAX C a (x v v)IBXC o 
^{ x,v)e(AXC)-(BXC}. 

2-62.1 ) x f AUC *> .v€ A v xeC ** x eB v xeD =* x e B u D 

ii) Seguir ei mismo procedimiento. 

2-63. i ) x e A x € B a xeC =»xeBnC 
ii) x e A =► x e B n C x eB a xeC 

2-64. Se sigue ?I esquema dei ejercicio anterior. 

2-65. xeA e A a xf B o.xeC a x^B «>x€C“B. 

2-66. i ) x 6 t c o xe U c a x e U o x e U c O U o x e (p 

ii) U = (U c ) c » <j> € 

iii) A H A c = A — A = <f> 

iv) AUA C = (A C H A) c = 0 C = U 

2-67. xe B ** x t A o x e A c 

2-68. i ) A - (A - B) = A H (A n B c ) c = A H (A c U B) = 

* ( A n a c ) u (A n B) = 0 u (A n B) = A n 8. 
ii ) A U (B — A) - AU (B O A c ) = (A U B) H(AU A c ) = (A U B) O U = A U B. 

2-69. i ) x e A c =* x £ A =>xeB 

ii)Se sale que AUBCU. Ademas 

xeU=>xeA v xe A c =* xeA v xeB =»xeAUB, 

2*70. i ).v € AH B xe A a x € B a x eB x € 0 

Laegc A n B C 0 y como 0CAO8, results 4 0 8*0. 
ii) x €A x i B 

2-7/. c (A UBUC) = e(A) + c(BUC)-c [A n(BU €)]« 

= c (A) + c (B) + c (C) - c (B O €) - c {(A O B) U (A O C)] = 

— c (A) + c (B) + c (C) ~ c (B O C) c (A O B) ~~ c (A n C) 4* c (A n B nc). 

2-72. a) </>eA ■* <j> c eA =► VeA 

b) A i€A =» A^ eA => UA^eA ^ f U A?) eA => H A f eA 
iel 1 v iel V ieI 
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2-7J. i )Ae^ OJ? => A e /1 a Ae£=*A c e,4 a A c eBA c e A r\B. 


ii ) A i e A O B => A| e XI a A* e i? =» U A,* e ,4 A 
=»UA,e/inB. ,eI 

iel 


U A f e £ =* 

iel 


iii) 0 € A A 0 6 i? =► 0 6 *4 O J?. 
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j* , ^ 

i-/v. i ) K — ui,3) , (i,4> , 



iii) /?'* ={(3,1), (4,1) ,(3,2)} 

j-26 i ) R = {(1.1) , (2,4) , (4,16)) S = {(4,2) , (16,8) . (6.3)} 
Li) S° R — {(2,2) , (4,8)} 
iii) D h ={l,2,4} Ir = (l , 4,16} 

D s = {4,6,16} I s = {2,3,8) 

D s , B = {2 ,4} I SoR = {2 ,8,| 

i-2/. 

0 t ' 1 
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3’22. R es reflex iva, simetrica y transitiva 

3-23. a) Reflexividad. * 

(x,y) eR 2 =» v = y => (x.y) ~ (x,y) 

h) Simetrfa. 

(x,y)~(x’,y') =*y = y’ =>y’=y =* (*\y 

c) Transitividad. 

(x,y)~{x >’) a (jt’y)"(jy) =*y-y’ A y’=y 

=» (ac,^) — 

d) K^,*) = {(*,j) / / = ft} e) I = R 

0 ^ = {K(o,v) / >«R) 

3-24. i ) R = {(1,2) , (2,1) , (1,8), (8,1) , (2,4) , (4,2)} 

ii) 



iii) R es a-reflexiva, simetrica, a~ transitiva y no antisimetrica. 
3-25. a) Reflexividad, 

(a,b) e N 2 + b — (ct,b) (u 9 b) 
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b) Simetria. 

(afi) ~ i ki\b ') => a + b’ = b ± a* =* a' + b = b’ +a => (a \5') ~ ( ajb ) 

c) Transitbidad. 

(ajb) ~ A (tz \b*) ~~ => a + &’ = £> -fa' a a’-f £” = 

=* (a,A)~ (a",*”) 

d) Clases d; equivalencia. 

K (a#b) ~{(xj') € N 2 / x + b = V + a ) 

e) Conjunto de indices, l = ( (n * 1)} U |(1,« 4- I) > con n e N 
Ver 9 !(i 


3-26- R ~ {{a#) ( bjb ), (e*?), (ri,<i) , 0,c), (e\£)j> 

3-27. a) * = {(1,1) , (2,2) , (3,3), (4,4) , (1,2). (2,1)} 

b) Reflexivdad. 

x e A =* x = x => (xjc) e R 

c) Simetria. 

(xy)eR =>x=y v x+y = 3=*y = x v y+x = 3 =» 

d) Transitmdad. 

(x,y)e R a (>v) e R (x - v v a 4- v - 3) a ( v = z 


= 3) =>x — 2 v x+z = 3 => (x,z)eR 


e) La partition de A es 




(yx)eR 
V z 4 v = 


3-28. R es de equivalencia* 


1-29. i ) x e R =» | x - 11 = 1 x IS x x 

u) x ~y |x - 1I = i v - 1 | -► |v- 3! = lx - II =*y x 

Hi) x ~~y a y~*z => x -z 

iv) A R pertenecen los pares (x,y) que verifican 

I x — 11 = | y - 11 => x - 1 = ± ( y - 1) => x - 1 =y - 1 v x - I = 
= — ^41 => x —y v x +y = 2 



i 


S 


x +y ~ 2 
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3-30. i ) Simetria. 

(aJb)eR => (a,b)eR a (b 7 b) eR =» (b,a) eR 
Transitividad. 

(aJb)eR a (b 7 c) e R =» (c/i) e R => (a ,c) e R 
ii) Si R es de equivalencia, entonces es refiexiva y circular, pues 
(a,b) eR a (b,c) eR => (a,c)eR =* (c,a)eR 

3-3L i ) R es de equivalencia. Se prueba siguiendo los esquemas anteriores. 
ii) (x,y)eR <* x 2 -x =v 2 ~y x 2 -y 1 ±x~y •» 

(x4y) (x-y) — (x -->*) = 0 o (x-y) (x+v- 1) = 0 
ox~y v .rt/ = i 



x + i 
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* 

3-34. (a,b) €R u R~ l => ia,b)eR v (<z,6)e/?“ l v (b,a)eR => 

U/l =» U1T 1 . 

i-55. i ) R es a-reflexiva, a-simetnca, transitiva y antisimetrica. 
ii )ix,y)eR *>x-yeR+ ox-y>0 



3-36. i ) (x,y) eR & x 2 -y 2 x 2 -y 2 =0 (x+y)(x -y )® 0 

<=> x + y = 0 v x — y = 0 con |x| < 1 A 
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BOX. «{xeA/** 

A = ( K u / u e [0,1 ]} 

3-37. i ) (a,b) e R~ l =» (b.a)eR =>(a,b)eR => (b,a)eR~ l 

ii)(a,b)e R~ l a (b,c)eR~ l =>(b,a)eR a (c.b)eR => (c,b)eR =» 
=» (Me*' 1 

3-J& (a,d) eR(~\R ’’a (b.c)eR^R’ => 

=> (a,b)eR a (6,c)eK a (a.b)eR’ a (b.c)eR' => 

=* (a,c) e/? a (a,c) e /?’ =» (a,c)'e R n R’ 

3-39. (a.b) eROR' a (&,c)e/in/J’=s- 

=*(a,b)eR a (b.a)eR a (a,6)e/{’ a (jb,a)eR’ => a = b 

3-40. i)aeX=*aeA=>a~a=*-aeX* 

ii) a e (X uY)* «*a~i>,V2>eXUY => 

«• (a~&, V&eX) v (a ~ 6. V6 e Y) 

<* a e X* v a e Y* <*■ a e X* U Y* 

3-41. i ) R es reflexiva, simetrica, no transitiva y no antisimetrica. 
ii) R es a-reflexiva, simetrica, a-transitiva y no antisimetrica. 
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5-/2. 




R, 

r 3 


*5 

«6 

R n 

n. 

r 9 

*10 




*14 

*>5 

*>6 

R 

no 

no 

no 

no 

no 

no 

no 

SI 

no 

no 

no 

no 

sf 

sf 

no 

sf 

$ 

si 

Si 

no 

no 

si 

no 

no 

Si 

sf 

no 

no 

sf 

no 

no 

S1 

sf 

T 

si 

SI 

sf 

sf 

SI 

SI 

SI 

SI 

no 

sf 

sf 

no 

Si 

sf 

no 

sf 

A 

Si 

Si 

si 

si 

. si 

sf 

sf 

sf 

no 

sf 

sf 

no 

sf 

sf 

no 

no 


$ 43 . /? es no refiexiva. simetrica, no transitiva y no amisimetriea. 

3-44. R = {(1,1), (1,2) ,(1,3) ,(1,4) , (1,5) ,(2,2) ,(2,3) , f 2,4) , (2,5) ,(3 3) .13.4). 

(3,5), (4,4), (4,5) ,(5,5)} 

Elementos minimales: 1 
Elementos maximales: 5 

JUS. R ={(1,1), (1,2) , (1,3) , (1,4) , (1,5) , (2,2) , (2,4) , (3,3) , (4,4), (5,5)} 

Elemento minimal: 1 
Elementos maximales: 4, 5 y 6 

3-46. Cota inferior: 1. Cota superior: 6. 

3H7, i ) A no tiene primer elemento, pero el ultimo es 1. 

ii) No esta bien ordenado pues el mismo A carece de primer elemento. 

iii) Cotas inferiores son todos los reales no positives. Cotas superiores son los 
reales mayores o iguales que 1 - 

xv) El infimo o extreme inferior es 0 £ A. El supremo o extreme superior es 
1 e A. 

* 
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4-25. i ) / - ft 1,0) 
ii) 




iii) /es inyectiva, no sobreyectiva ni biyectiva. 
4-26. i ) 



ii) /es no inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 











ii ) /no es inyectiva, es sobreyectiva y no biyectiva. 
4-28. i } 


ii) no es inyectiva, ni sobreyectiva, ni biyectiva, 
4-29. i ) 




biyectiva. 
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«) 



no inyectiva, sobreyectiva, no biyectiva. 
iii) 



/es inyectiva, no sobreyectiva, no biyectiva. 


4-30. Re present an do f por una tabla 


(a, b) 

(U) 

(1,2) 

(1,3) 

(2,1) 

(2,2) 

(2,3) 

f fab) 

2 

1 ^ 

0 

5 

4 

. 3 


Purf, un grif.no «, « dim™**-. / « ni 


biyectiva. 
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1-3 l 



f es inyectiva, no sobreyectiva, no hiyeetiva. 

4-32. Se presentan inflnitas posibilidades. 

4-33. fi A) =0.4.0.16)- /(B) «{l.4.9.I6)' 

/(A n B) = |4] /(AUB)--jl ,4,9. 16} 

Resulta /(A U13) = /(A) U/(B) v /(A n B.i C/(A) n/(B) 

4-34. Verifkax tomando A = |( 1,2), (2,2) ,(3,3)} y B =|(1,2)| 

4-35. i ) Conaderar X = f 1 , 2,3} , Y = {1 ,2,3,4},/: X -*-Y definida per 
fix)=x v A = { 1 , 2 } C X, 

ii) Tomar. por ejemplo, X = {1 , 2,3) , Y= (l , 2}, /: X -* Y tal que 
AU=1 ,/(2)=2, /(3)=2,y A = {l ,2} 

iii) Proponer una situation del tipo anterior. 

4-36. f l [—1.1) = * / -1 (-«, \\ f’ 1 [0,3] = [- V5,V2] 

f- 1 [0 ,3) = [— y/2, V2) /-‘ [1,10) = [-3.3] 

4-37. i ) .reA => f (x) e/(A) => x ef l [/(A)] 

Osea AC/" 1 [/(A)] (1) 

Suponemos cue existe ye/' 1 [ / (A)J a y i A pero como existe 
x e A if (x) = /( y), resulta /no inyectiva, lo que es absurdo. Luego 

r l [ f (A)] C A (2) 

De (!) y (2) resulta la igualdad, 

ii i iss ..existen x ^ y tales <jue / (x) ™ / I y). ^nconvvS consid^rsndo A * •, x se 
tiene 

4 = < x ■■ == •; Jf,yj C/'* [ / (A )] 

4 - 38 . i )^o/:Z-»Z/Cro/)(*)-entr~ + l) 

ii) /o5:Q-*Q/(/=g)(x)= +1 

iii) (sr o /)( — 2) = 3 y. (/» g)(- -y) = y- 

4-39. Como por hipotesis: V z € C , 3 x e A / (g ° /) (x) = g [/(*) ] = r => 

=* V 2 6C , y=/(^)eB/^(v )-2 resultagsobreyectiva. 
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4-40. g 0 /es biyectiva => /e s inyectiva Ages sobreyectiva, 
h o ge$ biyectiva => ges inyectiva a /z es sobreyectiva. 

Luego, g es biyectiva y en consecuencia g" 1 es biyectiva. Entonces 
g _1 * (g o /) = (g~ l s S) 5 / = ^b 0 /=/ ^ biyectiva y (/z o g) og*" 1 =/z o ? c = // 
es biyectiva. 

i 4-4 L Como h°g°f — {ft Q g)°f~h° (g 0 / } es sobreyectiva resultan h* g y h, so- 

| breyectivas por 4-39. Analogamente 

f o h®g sobreyectiva =* / 0 h y / sobreyectivas. 
g ofoh inyectiva h y f*h inyectivas. 

Resulta/-/i biyectiva y h biyectiva. 

Luego (/« h ) 5 h ~ /es biyectiva. 

Como /z-g y /z ” 1 sonsobreyectivas.es -(/z°g) = g sobreyectiva, Por 
otra parte, como g 0 if 0 h\ y if 0 hf l son snvectivas, su eomposicion g tan> 
bien lo es. 

Luego g es tambien biyectiva. 

4*42 a) x e A => /(*) ef(A) => x ef ~ l f /(A)] 

Osea AC/" 1 [/(A)] 

b) >■£/[/** (B)J ^ 3 x € f 1 (B) / y ~/ (x ) e/{/ " 1 (B)j 
=> v =/U)€ B. 

C) /(X)-/(A) = /(X) n [/(A)] c c/(X) n/( A c )C/(X n a c ) - /(X - A) - 

d) Z" 1 (Y”B)=/' 1 (Y n B c ) =/~ l (Y)n/’ 1 (B c ) = 

= xn[/-* (B)] c = X —/ _1 (B) 

e) /(A n/ - 1 (B)) c/(A) n/[/-‘ (B)] C/(A) nB por b) 

Ademas 

>’ € / (A) n B => y € f (A) a y cB ^ 

3 xeAjy -f{x)eA a /(j)eB => 

=>xeA a x e/" 1 (B) =► x e A n/" 1 (B)=> 

=>/(jr)e/(An/“ l (B)) 

i ) Sea jeeAHB =>xeA a * e B. Luego 

X AnB (.v)=l < A X A (*)*1 a X 8 (x) = 1 . osea 
X A ~ ;B (.v) = x A (-VX 8 (.v) 

Analogamente se anali/a el caso ,v £ A Ci 

ii ) Para la funcion caractenstica de la union se precede en forma similar. 

4.44 . (/od)(fl)=/ld(fl)]=/(a.fl)=»(ff,«) = rf(fl) 

Luego f ad = d 

4-45. i ) fix +y)‘*(x+y.-x-y) = (x,-x) + (y,-y) = fix) +/{y) 
ii ) f(kx) = (kx ,~kx)=k(x,-x) = k fix) 

4-46. i )we n/** (-«>,jc + 2' n )=» w e/ _1 (-» jc+ 2- n ),V/i => 

n~ 1 
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=> Vn :/(w)e(-», x + 2' n ) «*■ V« :f(w)<x + 2'" (1) 

Resulta / (w) < x ya que si fuera f(w)>x => 

*>f(w)-x>Q =*> 3« 0 eN//(w)-x>2'"» => 

=* q n 0 /f(w)>x + 2'"« , contradictorio con(l). 

Entonces /(w) e (- x] - w ef (- «. x] 
ii) we/" 1 (— °°,x] =>/(w)<x ycomo VneN:0<2 ”, se tiene y 

f(w) <x+ 2~ n , Vn. Luego 

/(w)e(-°°,x+2~ n ) => we/* 1 (-« x + 2" n ),Vn =* 
w e n /■'(-» x + 2*") 

rt -1 

4-47. a) 12 + 0-0 =pP (12) 4- P (<6) ~ P (12) P (0) = 0 

b) A U B = A + A c B => P(AUB) = P (A) + P (A c B) (1) 

B = AB + A c B =» P (AB) + P (A c B) = P (B) (2) 

p U (A a u d B)+V(AB) +_R4A fi -B) = P (A) + P (B) =*• P (A U B) = 

= P(A) + P(B)-P(AB) 

c) A + A c =a^P(A) + P(A c ) = P(S2) =*P(A C )=1~P(A) > 

4-48. a) VxeR:X’‘ (-« x)eA =*■ X" 1 (-«, x + 2‘ n ) eA => 

x -i « x + 2'") = X” 1 (— °°, x] e A , por 4-46 

b) VxeR : X“ l (~ °°,x]eA - X' 1 (-—.x-2-]eX - 

=9- n x _1 (- «. X - 2* n ] = X'* (- « x) e A. pot 4-24. » 

n -1 

4-49 X' 1 (—°°, x]eA X' 1 (-».x)eA (por 448) «• 

«[X“‘ (-“ x )]‘eA (por 2-72) ~ X‘ l (- » xf e A por4.9.2c) «*• 

<=■ X _l [x, <*>) e A 

4-50. X -1 (- » x] e A (X“‘ (- *Yf * A ~ x ~' <~ “ X F eA ~ 

«- X' 1 (x, °°)e/l l 

4-51 i ) =*■ ii ) La condition i ) equivale a la inyectividad de /.por 4-37. Entonces 
’ /(x)e/(AOB) <*xef l [/(AnB)]~xeAnB «► - 

oxeA a xeB ~/(x)e/(A) a/( x)e/(B) ~/(x)eAOB. 

ii) =*iii) /(A) n/(B) =/(A n B) = /«>) = <t> 

iii) =9- iv) (A-B)nB=^ =>/(A-B)n/(B) = 0 (0 ? 

(A — B) U B = A =» /(A — B) U/(B) = /(A) (2) 

De (1) y (2), por 2-65, resulta /(A — B) =/(A — B) —/(A) /(B) 

iv ) =. i ) Suponemos f\[ /(A)] * A => 3 x f A a /(x) e/(A) 

SeaM = AUfx) =>■ ACM => 

=*/(M-A)=/(M)-/(A) =>/({x}) = 0 ■* 
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5-2/. i ) Conmutatividad. 

a*b^2ia-tb)^2{b±u)-b* a 

ii) * no es asociativa, pues 

(3 * 2) * (“ 2) = 10 * (- 2) = 16 
3* [2* (—2)1= 3*0-8 

iii) No existe neutro e ya que a 

a * e — a => 2 (a + e)-a =* 2 a + 2 e = a =* e = -y 

iv) Los elementos de Z no admiten inverso porque no existe neutro; 
v ) Regularidad. 

a*b-a*c =>2(tf + £)=2(a+c) => a + b-a + c => b = c 
O sea, todos los enteros son reguiares respecto de *, 

5-22. Esta demostrado en 5.3.5. 


5-23. Siendo /( = {(1,1). (2,2), (3,3)} ,/ 2 = {(1,1) , (2,3), (3,2)} , 
/a = {(1,2) , (2,1) , (-J,3)j> , fn — |( 1,2) , (i.,3) , (3,l)j», 

fs = {(1,3) , (2,1) , (3,2)} , U = {(1.3) , (2,2) , (3,1)} , resulta 


o 

ft 

fz 

h 

n 

fs 

fs 

/. 

ft 

fl 

h 

f 4 

fs 

fs 

ft 

h 

ft 

n 

h 

f5 

fs 

h 

h 

fs 

ft 

fs 

fl 

u 

U 

u 

fe 

fi 

fs 

ft 

fs 

fs 

fs 

fs 

fs 

ft 

f* 

fl 

h 

h 

/a 

fs 

fl 

fs 

ft 


5-25. (b’ * a’) * (a * b) = b’ * (a‘ * d) * b - b’* e * b = b’ * b = e = (a * b) * (&’ * a’) 
=s (a * b) * ( b T * a) (a * b) f = b* * a* 
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*26. * es conmutativa, asociativa, con neutro e- ~4, con inverso a’ a 8 para 
‘ ~ todo a e Z. Ademas, todos los elementos son regulares. Seguir el procedimiento 
del cjemplo5-6. 

5-27. a ~~ b a c ~~ d =» 2 \a ~ b a 2\c ~d => 2|(> — 6) 4* (c — d) 

2|(fl + c)- (b + rf) =* 2|(fl + c + 4) - (b 4- d 4- 4) => 

=» 2l(a * e) — (b * d) ^>a*c~~b*d. 

X-28. * es asociativa. conmutativa, no existen neutro ni inverses, v ningun real es 
regular. 

>C9. i no es asociativa no conmutativa; no existen neutro ni inverses: sin embargo. 

todos los elementos de Q* son regulares. 

5-30. For defmicion a* b = min < a.b) . Esta ley interna es conmutativa y asociativa. 
No existen neutro ni inverses, y ningun elemento es regular. 

rvj/. La suma de funciones en R 1 es conmutativa, asociativa, con neutro € . 1 R 
defmida per e (x) = 0 , Vx el, y el inverso aditivo de to do elemento fe R es 
-f: l ~*R, tal que (—/')(*) = -/(*). Ademas, todos los elementos son 
regulares. Demostramos la conmutatividad 
(/ + g) <*) - /(x) 4* g (x) — g (x) + /(x) = fe + /) ix) 

5-32. /, = {(a,a), (6.6)} . f 2 = {(m) , (M} , h = {(a.*) - (*•«} - 

A = {(a.6),(6,a)} 



A 12 A f 3 A 

A 1 3 /"2 /3 A 

A A A A A 


v?? f’nn conmutativa, ones f (! ,3l — 10 ^ f 1) 4. 

f*no a«ociat!va va que / [ / t . cl 5=5 / (4,£> I 4“ c“ — & t o ■?* c y 
f[a, fib.nl = /4a , 6 + c 2 ) - j -*■ (b + c 3 f. 

No existe neutro, pues /(a , e) - a a 5- e 2 ~ a ^ e = 0 y 
f(e y a)~a ^ e 4 -a 2 - a =* e^a — a 2 

Solo existe neutro a derecha, y es 0. Todos los elementos son regulares a 
derecha, pero no a izquierda. 

5-34. i ) Asoeiatividad. 

(a * b) * c = (a * b ) * (e * c) = (a * e) * (6 * c) = a * (b * c). 
ii) Conmutatividad. 

a * 2? = (e * a) * (b * e) = (e * 6) * (a * e) = b * a. 
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5-25. Seguir el procedimiento indicado en 5-26. El neutro es e — -- y el inverso de 

1 ^ 
todo elemento a, esc'= —— . 

9 a 


5-36 . Demostramos la asociatividad 

l /(£ ; 01 ( x ) - /(- Y ) (« *) (*) = / (*) t^r W h (x)] = [ / (x) g (x)] h (x) = 
= ( fg) W h (x) = (( fg) 6] (x) •»f( g h) = ( fg) h. 

5-37. i )a*(b*z)-a*{bz)^a(bz)-{ab)z-(ab)*z. 

Anaiogamcnte se pruehan ii ) y in) 


I iab) ~ log : (ab) = log; a + |og 2 b - f (a) +/0) 

ii )/es 1 — 1, pues si x' v x >J son reales positives que verifican/(x # ) —f(x "), 
entonces log 2 x’ = log 2 x” = y => x’ = x M = 2 y 

iii) /es sobreyectiva, pues * 

Vy eR, 3x = 2 y / fix) - log, x = log 2 2 y =y 


5-29. /(x>*) - sg (xy) = s^x . =/ (x)/O0 considerando todas las aitemaiivas. 


5-4(9. (x o y) * x = (x 4 - y) * ~ - x tv = (x * z) 4- (v * z) » (x ^ c) o (> f * r) 
z * (x o =2 * (x +/) = 2 #( 2 u)c(:*>’) = 2 cr = :^=2i 
Entonces * es distributiva a derecha respecto de o , pero no lo es a izquierda. 
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6-37. 2 (x,~x) = 2 X;— 2 x = nx-n'x- 0 

i~ 1 1 i~l 

6-38. \ )n = 2 xi) = (Xj +x 2 f =x] +4 + 2x, x 2 = 

= 2 X* + £ Xi Xj 

i -1 W 

a . 2 ft 9 Ai /*h+l \ 2 ft+1 2 

Xj) = S X + I. XjXj =*f 2; Xj) = Z Xj + Z XjXj 
J i= 1 »*7 V «* 1 J 1*1 |5jfe / 


m( H i 1 r¥=(tx i + * h ..X-Ctx l Y + 


Am V U't 


V V.i 


2 .y^ * 2 X, + x. „ - 

' ' i- 1 fi ’ 1 


fi A ft I! « 2 

= Z X + Z Xj X; + Z -Xj Xjj-i-1 + Z Xj,*! Xj +x 
i* 1 1 W 1 *-1 


= 2 x. + 2 x, x, 

i=l 1 i+j * 


6-39. S (x. - Jf = f (X 1 - 4 Xj + 4) = I? x J - 4 S x ( + f 4 = 

1=1 1 ' i=l ‘ i=l 1 i~ 1 ■- 1 

= 100 — 4.10 x + 40 = 140 — 40 (— 20) = 140 + 800 = 940 

6-40. Utilizar la definition de la funcion factorial. 

6-41. Considerar las dos posibitidades 

x 2 — x = 2 x — 2 v x 2 — x + 2 x — 2 — 7 
Resulta x = 2 v x = 1 

6-42. i ) 64 a 12 — 192 a 9 + 240a 2 — 160 + 80 a" 2 — 12 a" 4 4* a" 6 
ii ) x 2 + y 2 + 6 xy + 4 (x + j>) y/xy 

6-43.i ) fe f ( n k )p n ~ k< l k = (P + ?) n = in = l 
/A + f n * 

u > It-; 

6-44 I s +I 7 = 210 (64x 14 + 16x 16 ) 

6-45. x = ± 2 V x = —2 i 

n 3 

6-46. Soluciones reales son x = 0 V x - —- 

W7.T,-- C°)*' 

6-48. Los terminos de grado natural son los 5 primeros: T,, Tj..... T s . 
6-49. 10! 3! 
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6-50. Con las das personas juntas se tieneri 9! 2! posibilidades. Con tales personas 
separadas, resultan 10! — 9! 2! - (10 — 2) 9! — 8.9! casos. 

6-57. 66.660. 

6-52. 5! 


6oi.C 8}2 -C^ 2 + 1-23 

6-54. Con i varcnes y 6 — i mujeres se pueden formal Cgj • € 9 , 6-6 ^ numero total es 
4 r 

'■■8 J • -9,6-6 


6-55, Hay tantas distribuciones posibles como fnnciones creciemes de I i0 o en ho * 0 
sea € 100 jo ~ € 109 jo 

6-56. V 6 3 — V 5 2 = 6,5 , 4 — 5 . 4 = 125, Los numeros cuya primers eifra 
(centenas’es 0. son V s>2 . 

6-57. C omo no »e exige que las cifras scan distintas. results V^ 3 —V” 2 = $ 3 — 6“ = 
= 6 2 . 5 = 180 


6-58. C 4 ^ * C 4?i3 es el numero de muestras de tamafio 5 que contienen exactamente 
2 ases. 

6-59. C 4 , 2 .C32 i - 6.32= 192 

k\ rr 


6 - 60 , P h “ V s ffe -4 4 ! (k : - 4 ) 


= f * U*-« 

A 4 y 


6-61. (rt-Jfc-li! K\ 21 


6-65. i ) v ’ 313 = 3 13 


• 13 v 2,13 —& 

13! 

k\ (13 — A)! 


. 7 13~fe 


6-66, Sean A = {x it x 2 ,., . , x n ,. .. J numerable y M C A, infinito. 

Consideramos x/ s el primer elemento de A perteneciente a M, el cual existe per 
el principio de buena ordenacion; de los que le siguen en A, elegimos el primero. 
Xj , peneneciente a M. Siempre es posibie obtener uno porque M es infinito. 
Results 


M 


‘; X- 
k h 


. X. 


. > numerable, 


6-67. Sean - la. . a- ..... a. . ,. . } eon i e l„. 

I A h hi ) 

n 

Consideramos la union disjunta 2 A ( * y la funcion 

*= 1 

/: 2 A,- -* N 

i- 1 

detlnida por / (a^) = (/ — 1) n + i (segtin una ordenacion por columnas). Como 
/es biyectiva, resulta 2 A, ~ N. 


= A 12 


6-68. i )v; n =4 


6-69. C\ . = C Q . 

9,3 


.. v d 3 , 3 , 3,3 
11 ) P 12 


12 ! 


3! 3! 3! 3! 


£” /( £ 1 ) ' 6 3 C 8 4 


11 ^5,2 ' ~ 8,4 


iii) l 6 3 C 6 4 


k + . 


k 4- 3 


n 

-• 


6-62. No se piden restricciones en cuanto a conv*xidad, v pueden forqiarse 


* to 3 

273 


trianguios hasta — 


10J0 


. 10 


decisonos. El numero total es 2 

i~ 3 


49 v 10J 


po- 


iigonos. 

6-63. 2.51 51 

6-64. i ) Tantascomo funciones de l n en I 3 , o sea V” n = 3 n 


n)? k ' n - k . V\ 


2 , n - k 


? 
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7-10. Se mega cada axioma del sistema dado. Como : V<z : a e A =* ia,a) tR. su 
negation es - A t : 3 a/a € A a (a.*) f#. El sistema ^A|,A 2 , A 3 debe ser 
compatible, para !c cuai es suficiente exhibir un modelo. La interpretation 

A = {1,2, 3} , R = {(1,1) ,(2,2)j es un modelo, Estoprueba la independencia 

de Aj, Analogameme se precede respecto de la independencia de A 2 y A 3 . 

-//. !. fa b) € R => a * b => (a,b) ei? v (b.a) € R en virtud de A 2 y de A*. 
Results {b.a) i R , porque en caso contrario, por A 3 y A* 

(a.b )e R a (ha)eR =>(aji)eR =* a^a 
lo que es absurdo. 

7-/2. L a) r « 0. En efecto L = T . 1 = 1 . V — 0 
por B s , B 2 y B 6 . 

b)0’ — 1 por el principle de dualidad. 

II. Suponemos que a admite dos complementarios a ' y a Entonces. 

= = (a.a”) = (a *+a) . Of-ba ”) = 

= (fl+fl’) . = 1 . (*’+*") = (<T+tf") • 1 

Analogameme + y enconsecuencia a'*=a’\ 

III. a + (a.b ) = (a. 1) + ( tub ) = a. (l+$) - fl . (&+1) = a • 1 ” 

Por dualidad resulta a. (tf+&) = a . 

7-/J. Probamos que n 4* b ¥= n 

i )n = 1 -*> 1 + /> = 6 + 1 = s (&) * 1 
ii) /z 4* & # /z => s (/z) + b^s (h) 

D) s (/z>4- 6 = 6 +s (ft) « 5 (A) 

7-/4. i ) n = 1 =► a 4* 1 =• s (a) # a # & # s (ft) = b + 1 
ii) a + h =£ b 4- ft =* a + s (ft) ^ ft + s (ft) 

D)a = s (h) - s (a+h) 4 s s (ft4ft) -ft 4* s (ft) 

7-/5. i ) !]« = 1 ^1*1=11 

2] l. h = h . 1 => 1. s (A) = 5 (ft) . 1 

En efecto: 1 . s (h) = 1. ft + 1 = h . 1 + 1 « k 4- 1 = s (ft) = 5 (ft) . 1 
u)l]«- 1 *>s(b)A = l. S (b)=l.b + \=b.l + l 
2]$(ft).ft = &* / * + h ** 5 (£) • 5 (/z)-/?.s(/i) + s(/i) 
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D) s (5.). s (ft) = s (6). fti + 5 (Z?) — (Z>/z + h) + s (b) = 

= bh + (h + s (b)) = fc /2 + (s (d) + /z)« bh + 5 (5 + h) == fcft + b + s (Jz) = 

= b . s (ft) + s (h) 

3] Es consecuencia inmediata de i ) y ii). 

7-16. i )a<b =» h~a+x => be = (a +x)c =» 

=> be— ac +xc ** ac< be 

ii) a < b a c<d ^ ac< be A be <bd => ac<bd 

iii) Si a =£ 1 entonces 1 < a. Luego 

1 < 5 its - I'f.t ab “ (I + jc) ** aft == ft + => 

=» 1« b +xb 5 < 1, absurdo. 

7-/7. i ) (N,*) no es monoide. 
ii ) (Z,*) es monoide. 
iii) (R 2x2 ,*) es monoide. 

7-18. i ) (a*b) *c * d = ((a * b) *c)* d = 

* (q * (b*c)) *d = a * (b*c) * d 
ii)a)« = I =»a m *a l =a m *a=a m * 1 

b)a™ *a h ~ a m + h a m * a h + 1 = a m * a h * a ~ 

= Qjn+-h « a =r am +h 4* 1 

7-i9. Sea S ={Si/i £ I}una familia de sub-semigrupos de A y sea X = H S f la 
interseccion de dicha familia. 

Consideramos a € X A d€X=>fZ€Sj a b € Si , V i € I ** 

+ =>a*^eX 

Luego X es un subsemigrupo de A. 

7-20. i ) Probar que S es el conjunto de los multiplos naturales de 1, o sea 
S = {l .a / a eN} 

ii) Demostrar que S = {l . a + (—1) .b j a 6 N}, definiendo 1 . a = 1 sia = 1 
y 1 .a = 1 -f 1 ... +1, 

' ^ 


t 
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8-22. a } No. b j Si. c) No. <1 1 Si. 

8-23. i ) I n genera dor es L 

ii ) Un ^enerador es z (observese que r* = z). 

8-24. El neut;o es e ~ , y el inverso de a es a* = — . 

2 a 

8-25. El neutro es e = L y e! inverso de a es a 9 = 2 i — a. 

£-2v. Esia traado en 5-31. 

8-27. Neutro es (0,0, , , . , 0) y {~x t , — x 2 , . . . , — x n ) es ei inverso aditivo de 

(*1.*2.*r.)- 

8-28. Sean /<, /i 20 , / 24C , las rotaciones de 0°, 120° y 240° respectivamente;/ A , / B y 
/ c las simetrias respecto de BC, AC y AB. Proceder como en el caso 5-23. 

8-29. Tener en cuenta 8.14.3* para obtener los subgmpos 

H, ={j'o}, H 2 ={/ 0 ./ a } , H 3 ={/ 0 ,/ b } . H 4 =(/o ,/c} . 

Hs ={a> • f 120 > /24oj> , H 6 = G. 

8-30. Como (D , 0 *. . . , 0) e H, es H ^0; y por definicion de H se verifies H C G, 

Sean lx, .x- ,. v„>€H *- ( p, . v ; .. .. *? n ) e H .t, = 0 r, « 0 

=» A%- .V, ~ 0 ** Xi 4- (- F 4 ) S2 0 

(jc i# AS. • ■ . x n ) + y 2 ..... ™ ii. 

Luego, (H * 4*) es subgrupo de (R“ , +). 

8-31. H*<p v H C R 2x2 . Sean AeH a BeH ^ 

=>‘A=-A* a B=-B*^A + (-B) = -A* + B f «- 
==> A +(— B) = — (A* — B # ) = - [A 4 (- B )]* => 

=> (H ,+) es el subgrupo de las matrices antisimetricas de (R 2 * 2 , +). Pruebe el 
lector cue A — — A* => a u ‘= 0 , Vz. 

8-32. i ) f(ab)=(ab) 2 = a 2 b 2 =f(a)f(b) 

A1 N(/) pertenecen los elementos de A que satisfacen x 2 = 1 => 
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=>*-1 V X - - 1 ** N(/)={~ 1 , 1 } , 

I (/) = R + pues S/yeR*,3x^s/y/f(x)=y. 

8-33. Es un morfismo biyectivo, con N(/) = {l},I(/)=A. 
8-34. Esta tratado en 5-38. 

8-35. i )f(e) = e’e H => eef~ x (H) «*> f~ { (H)^0 
u ) / 1 (H)C G por definition de preimagen. 

in) x€f~ l (H) a -y e/ _I (H) ** f(x)e H \ fiy)e H 
^ fix* € H A [ f{ v)f eH fix) *'f{ v * leH =*• 


h 1 \x « v f € ri A 


W6. xeG 


X * X —X =* x*x*x 


Luego G = ^ e|. 


8-37. Sean a y d en G. Se tiene: 

(#*&) * (a*ib) = e = e * e = C^*£z) * (£*£) => 

** 4 * (h*a) * fa =$ * (a*b) * Jp =>b*a — a*b 

8-38. i )f a es morfismo, pues: f a U *y) ~a l * (x*v) * a = 

= «' *x*(a *a l ) * y *a = (a l * x * a) * (a' 1 *y* a )=f a (x) * j a (v) 
ii )/es I — 1. Sean x cy tales que/ a (x) =f a (_y) 

Entonces^C 1 * x * 4 = laf 1 *y * d => x = v 
iii) / es sobreyectiva, pues V y e G , 3 * = a * y * a 1 tal que f(x) -y. 

8-39. Sean / : G G’ y g : G* -^G” homomorfismos respecto de *’ y Entonces 
g»f: G-^G M verifica 

^°/)(a*d) =g [f(a*b)\ =g[f(a) *>f(b)] « 

t/W] l/(W] = (^°/)(^) *” (r/) (2>). 

F (a*b)=£ mb =f b °/ a =F (5) - F (<z) 

En efecto: f amb (x) - (a*bj l * x * (a*b?— 

-b l *f l * x *a * h ~ b~ l * f a (.v) ** = f b [f a W] * (f b °f a ) (x) 

8-41. i ) Verificar los axionias de grupo. 

ii) Sea * conmutativa. Entonces a « b = b * a =*a *h b * a **> *._.$s 

conmutativa, y reciprocameme. 

^-42. i )/es un morfismo, ya que / = (a*bY — h' * a* ~a f ° b* {a) ° fib) 

ii) /es 1 - 1, pues si f(x) =/( v) entonces x * = jp* x =>'. 

iii) /es sobreyectivaporque VjpeG.3 x=y , eGtoi que f{x)~y 
El grupo (G,°) se llama reciproco de (G, *). 

8-43. Neutro es e = (1 , 0), pero los pares del tipo (0 , b) carecen de inverso. No es 
grupo. 
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8-44. i )eeS a eeT =*■ e = e + ee S + T =» S + T 4=<f> 

ii) S + T C G por definicion de S + T _ 

iii) a e S + T a ieS + T =»«=x+j a i=: + a / ^zeSjeT, 
ueT^x-zeS a y - u eT => (x-z) + (?-«) « s +T => 

(x+y) - (z+u) e S 4* T 

8~?5, Ver 8-36. ... 

S~16. I. Si (X , *) es un grupo, entonces las ecuaciones x*a=bya*x-b adimten 
las soluciones Ulricas x ~ h * a 1 y x ~ a * b. 

s ea (x *) un semigrupo en ei cual son resolubles las ecuaciones x * a y 
a , * = b. cualesquiera que sean a y b en X. Entonces se verifies la existencia 
de un elemento e € X tal que e * a = a. Sea x e X; por hipotesis, existe y e X 
de modo que a * y = x. 

Luego 

e * x = e * {a*y) = (£*#) *y~&'*y~ x 

O sea, e es neutro a izquierda. . 

Sea xe X Por hipotesis. existe c eX tal que c * x = e y enconsecuenciac es 
inverse a izquierda de xeX. El lector puede probar que la existencia de 
neutro y de inversos a izquierda implica que (X, *) es grupo. 

8-47. Aplicar 5.4.2. 

8-i8. i )f{x+y)-a*+* =a*a* ... *<!=<? * <** =/(*)*/O') 

x+y 

ii) I(/)={/(*)/ xeZ) = {a* I xeZ a ae g) = (a) 

8-f9. i )/[(X, r X 2 .X 3 ) + (^l^J.y3)3=/( JC l + ^«’^ + r2.^3 + >'3)- 

= f{Xi,Xj,X 3 ) +/(j'l.J'i.^3) 

«)(,,**)«!<(/) -/<».*.».)- (0 ’ 0) r 

^ Xl _ X 3=0 a x 2 -x 3 =0 «- X, = x 3 A x 2 -x 3 ~*i-x 2 X 3 

' O sea N (/) = {(«.»,«) / a«R) 

iii) I (/) ={/(xi,x 2 ,x 3 ) / (xi,x 2 ,x 3 )eR 3 } 

=> I(/) = f(xj —X 3 ,x 2 -x 3 ) / (x 1 : x 2 ,x 3 )eR } ^ 

(xr-xs.^-xs)^!.^) *x l -x 3 =yi a x 2 -x 3 -> 2 - ^ 

=>Xi =^1 +a,X 2 =^2 +a » X 3 :=a Con aeR 
O sea I (/) = R 2 * 

*.50 i ) Sean H C G un subgrupo normal y u € G. _ 

\/aeH-u*a*u l eH. Entonces b-u* a*u => u * a -b *u 

u * a € Hu =* u H C Hu (1) 

Seav-u ” 1 =* c = v * v " 1 eH. 


^gssmm- 
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Como c = u 1 *a*u,se tiene a*u=u*c,o sea a* ueuU => 

=> H u C u H (2) 

De (Y) v (2) resulta u H = H u. 

ii}Como u- a e u H A . H - H * » »» « ••««-»- 

existe 6 eH tal que u * a^b * u. Luego u * a * u =2> eH, y H esnormat. 

8 -51. f no es un homomorfismo. 

8-52. i ) Sean H normal y f a un automorfismo interior de G. 

/„ (H) = {/a (x) / xeH}={y = a*x*a' 1 / xeH) 




TRABAJO PRACTICO IX 

%19, Analizar les axiomas siguiendo ei metodo habitual. (Z 2 es anilio conmuta 

tivo, sin idcntidad. con divisores de cero. 

9-7/. i ) Asociatividad: (a6)c==0c==G=tf0 = j (be) 

ii) Distributividades: (a+b) c = 0 = 0 4* 0 = ac + be, Analogamente c (a+b) = 

= ea + cb. 

%12. Seguir el procediiniento indicado en ejemplos anteriores. Neutro es (LO). 

%13, Considerate! ejemplo 5-7. No tiene divisores de cero. 

M4. i )/es un morfismo, pues: 

1. / [(a±b \fl) + ( c+d ypl)\ =f[(a+c) 4- (b+d) V~2\ = 

= (a4c) - (b+d) yfl = (a-b \fl) + (c-d \fl) =f (a+b \fl) + 

+ f ( c + dV 2 ) 

2 J[(arb VI) (c+dV2 J -f[(ac+2 bd) + (ad+bc)Vl] - 
- (ac~2 kd ) - f ad+bc) VT 
f(a+b V~2) .fic+dsf2) = (*-& yfl)(c-d V2) = 

= (#c +2 £d) — V 2 , 

ii )/es biyectiva. 

Verificarlcs axiom as. 

9f/dL i ) 0 € A| a 0 € A^ ^ 0 6 At * * A-j ^ Aj - i A-? ^ 0 

ii.) A j C A a A-> w A Aj I* Aj C A 

in) d € A| i A 2 & € Ai > ■> Aj ^ a '■■■'" b t A$ ■ a + b & ** 

£| 4 * & ? 6 A i n AI 

Esto pmeba que (Aj n A 2 , +* ) es subgrupo de (A , + ) 
iv) El producto es ley interna en A, pues a € Aj n A 2 A b e A x O A 2 =* 

=*> a 5 € Aj a abeA t eA l f^A 2 . 

v ) La asociatividad y distributividades se verifican por ser A! n A 2 C A. 

9-/7. Si en A existiera x # 0 tal que x n =*0 o sea x t * . . . x = 0, entonces habria 
divisores de cero, lo que es absurdo, 

9-18. i ) Sea a^b modulo n =» n\a~~ b => a~ b = nk 


( 1 ) 
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Ademas b = nq + r a 0<r <«. Sustituyendo en (1): a-nq r-nk=> 

=> a = (k + q) n + r a 0 < r < n 0 sea, r es el resto de la division de a por n. 

ii ) Sean ay b tales que a = nq + r A b = nq’ + r => a - b = n (q ~ Q ) =* 

=> n\a — b =* a~~b. 

9-/9. i )a<b => 0 <b - a => -b + 0< (~b+b) — a — b<^a 
it)a = 0 => a 2 - 0 — 0< J 2 

a g a* ^ 0 < =» 0 ^ or 

a C A ^ J* € A ^ 0 £ 

Tener en cuenti 9.8 

9-26^. i ) Se sabe que 1 a + b \ < 1 a j 4-! b 1 

Sea < - y — z =>.v-z+y => U 1 - I z-y i ^ S x K I z | + I v 1 
**•1x1 — l^l<!2l =»U! — =*■ i _ ! > I x I l >’ i 

ii )Por un error tipografico, ei enunciaQo se corrige asi N -1>-1! < 1* -J*- 
Utilizar i )y 9.12.2. 

iii) x 1 v A v =?= 0 y ~xk A k*Q =-!>•! -I* II *1 « 

9-21. i ) 0 e I =* \ ^=<S> ii)^el a >-eI=>nx=0 a nv = 0 => 

=> nx - ny = 0 => n ( x-y ) = 0 => x - ^ e I . _ 

iii) x e i A y el => wx = 0 a nv = 0 =* (roc) («v) = 0 => n [n (x,v)] - 0 => 

=» n (xv) = 0 =* xy e A r . . 

iv) x 6! a a e A =» nx = 0 a aeA=»n(xa) = 0 a n(ax)-0=* 

=> je a e I a axel 

9 L 7 ? Sean A un anilio de division e l eualquier ideal propio no trivial. La tarea se 
reduce a probar que A C 1 pues por defmicion, se sabe que <- A. Como 1 es no 
trivial, existe un elemento no nulo a e I y por ser A un anilio de division, a es 
inversible; en consecuencia, a a 1 = 1 es un elemento de 1. 

Sea x e A; eormH e I, se tiene x 1 e I, y por lo tanto x e I. Luego A C 1. 

%23 i S Teniendo eri euenta 8-27. resuita t K* , +) un grupo abeuano. 

a.. a. <»n R 4 por la deHittcion dada. 

ii i r.i oroaucso wy ^ vumjwjiuui *•. 

Faita probar que es asoeiativo. que ei neutro es U .0.U.0). que toda 

cuatema no nuia tiene inverso multiplicativo (empiear los metodos habitua- 
les). La no conmutatividad se verifica con un contraejemplo. 
iii) Se completa demostrando las dos distributividades del producto respecto de 

la suma. ,, . r ... . t 

Referencia: Vectored y Tensores . por, Luis A. Santalo, pag. 8/. Editorial 

Eudeba, 1961. 

9-24. Sumando las ecuacionesOx +0r = 0yel conjunto de soluciones es Z s . 

9-25. Sean a|c a b\c a med {a. b) - 1 ,a\c => c =ax (1) 




: life; " ' *•*■*“* 
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Por hipotesis y (1) es b\ax. Por9-8 ii ) se deduce b\x, o seax = by. Sustituyendo 
en (1) queda c = (ab)y =*■ fifiblc. 

9-26. Sean med (a.b) = d a a\c a Z>|c. Entonces d = sa + A c=ax-by. 

Luego dc = saby + tbax = (sy + £x)afc => ail* 

9-27. i ) 2110 => 2110 d Como 2|u, resulta 2110 c/ + u, o sea 2 \n. 

ii)3|9 => 3|9 d. Como 3!rf + u, se tiene 319 d+d + u, es decir 3|10d + u. 
Luego 31 n. 

iii'» 11111 ii % Il\d-U iv,lld-(d~u) =» ll|10rf+M *• Hin. 

Por ejempto, si n = 132 corno 11113 — 2 resulta 111132. 

9-28.1 >2 : ii) 5 ; iii) 21 ; iv) 5 

d29.a\b => b = ax => 12>| = lal 1x1 -a Ixi puesa >0 ya que tf>| <a, o sea a >1*1 > 0. 

De i&i = a lx| a a>\b\ resulta a >a tx| =* ixi < 1 =* x = 0. Luego 

b = ax ~ 0. 

9-30, Supongamos que a — hq + r a 0 <*r <by a —bq+r a G<r < 6. 
Entonces bq + r ~ bq’ + r’ y b (q ~ q’) = r* — r =* £>|r’ — r (1) 

Por otra parte r* Kb A r>0 =*• r $ “ r < 6 (2) 

Ademasr<& A 0 *> r~r’< b (3) 

De (2) y (3) resulta j r* — r\<b . (4) 

De acueido con 9-29, de (1) y (4) se deduce r - r = 0, sea r' = r. Entonces 
biq — q')- r—r = 0 q — q f -Q => q f ~ q. 

9-3 L El algoritmo de Eudides se reduce a 



med (a , b) = r 2 . Por el algoritmo de la division entera, se tiene 

a = b q ] + ri y = fj => r 2 = b - r Y q 2 = b - q 2 ( a-b qi)- 

= b ~ q 2 a±qiqi b = (~q 2 )a + (1 + ?i q 2 )b 

a ?2 Mediante 9-26, ccmo med (a, fe) * <£ aim y £>|m, resulta aibltfm. Probar que 

dtn\ab. 


TRABAJO PRACHCO IX 


455 


9-33. a~h =* n\a~ b => t a - b - nh =* a = b + nh => a k — (b+nh) 

= b k + I n'h* a* -b k =n «''* h ‘ = nc l =* 

n\a k ~ b k => a k ~b k 

9-34. En 5-8 esta comprcbado que (R nx " , +) es grupo abeliano. 

A^: El producto esley de cornposicion interna en R , de acuer 

A, : Asociatividad. Sean A , B y C en R" xn , y los productos A (BC) y A (BC). 

‘ La ffla i de A es: a n . a, 2 . a in . La columna / de BC es 

i b ik c k j ,2 b 2k c kj .f 

fe~ I *-l * 1 

Entonces et elemento (i . /) de A (BC) es ^ flu. ^2, C *J 

. i so.h.c w -,i,r«..»«)■>»«" (< ■ fl 

h-i.*=i S_1 s ‘ h ~ 1 J 

de (AB) C. _ . 

A 8 : El elemento generico de 1 es S 8 (delta de Kronecker) definido por 5,-Os. 

i y 6,-1 si i »/ El elemento (i, ;•) de A1 es fc 2«ifc 5 ^' = fl ‘> 5l + 
+ fli2 8 j/ + ...+«#Sh + --- + ^ ^ =a«l=% -AI = A, *, analc^a- 

mente I A = A. 

A 9 : Sea C (A + B). La fila / de C es: c a , c i2 ,... - Cm. 

La columna/ de A+ Bes: a t j + 61 / • + hj. • • • • *«/• 

Entonces, el elemento (/ . /) de C (A + B) es fe f c ft (a M +b hi ) = 
= 2 c ife + 2 & fcjI que corresponde al elemento (i, /') de CA + CB. 
O seaC (A + = CA + CB. Analogamente se prueba(A + B) C = AC + BC. 

9- 35. Hipotesis) Para cada m se verifica 

V /i ”< m : P (A) es' V =>■ P (m) es V 

Tesis) P (m) es V, V n e N 

Demostracion) . . . , u 

Suponemos que H ={x e N / P (x) es F) # 4>' Por el.prmcrp.o de -bu na 
ordenacion, existe en H el elemento minimo m, tal que P (m) es F (1), y 
h<m => p (h) es V. Ahora bien, por hipotesis resulta P(m) es V, lo que es 

contradictorio con (1), o sea H — <j>. 

9-36. ac~ be => Mac - BC - n\(a - b) c => n\a - b (porque si un entero es divisor 
de un producto y es primocon uno de los factores. entonces es divisor del otro). 
Luego a ^ b 
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9-37, i ) Sean a 2 .j una clase completa de residuos modulo n y a t # aj. Si \ 

at ~ tfj, entonces a,- y ^ pertenecen a la misma clase de equivalence, lo que es j 

contrsdictorio con la hipotesis. s 

Recfprocamente, si t 6 a; . V* 4= /. entonces dos elementos cualesquiera y j 

distin os no pertenecen a la misma clase de equivalencia, y en consecuencia j 

, a n \ es una clase completa de residuos modulo n 

it ) En efeeto. supongamos que aa t ^ aaj para algun /#/. Entonces n\aa t o 
sea wjj (a,- — oj. y eomo a y n son coprimos, se deduce que nk f — es decir 
a, ^a Etuo es eouUadietoriO con la hipotesis. 

9-38, Sea la clase de restos modulo p ; 0, L Como a =£0 ya que a no es 

multiple de p t aO, ah a2,..., a (p — 1) constituyen una clase completa de 
restos modulo p , por 9-38 ii). Entonces cada elemento de la primera clase es 
equivalente a uno de la segunda, y reciprocamente. Como 0 pertenece a las dos. 
por la compatibilidad de la relation re spec to del producto, se tiene 
1 D(« -)... (a (p — 1)) 

O sea ( p - 1)!. — a n “ 1 ( p — 1)!, o lo que es lo mismo, pl(o p ” 1 — 1) ip — 1)!. 

Como py(p~ 1)! son coprimes, result a 1 — [) => 1 ^ 1. 

9-39. i ) a y n son coprimos => med (a,n) = 1 => 1 = s a 4 r « =>b—sab + tnb => 

=> 5 - (sb) a = ( tb ) « w 1 6 - (sb) a => a (sb ) ~ 6 =*■ s b es solucion de la 

ecuacion. 

ii ) Sean s s y s 2 soluciones de ax = b (mod. n). Entonces as * ^ 6 a as 2 ^ b 

=>as l ^as 2 , por la simetria y transitividad de la relacion. Se tiene 

n\a (Sj — s 2 ) y a coprimo con n => nbj — s 2 ** s* ^ 

iii) Siendo a y n coprimos, y « primo, por 9-38 se tiene a n ~ 1 1 => 

b =*- aa n ~~ 2 b^h => x =a n ~ 2 6 es solucion de ax *~b (mod. n). 

9-49. i )Comc 3 y 4 son coprimos, es med (3 ,4) — 1 = (— 1 > 3 + 1 - 4 =» 

50 sb - (— 1 1 7 =• —7 es solucion, Todos los congruentes a --7 modulo 4, 
son sslucione^ Ever 9-39). 

ii > 12Ev ~ o =» x - 6 + 12 k a ke I son soluciones. 

iii) De acuerdo con 9-36, — 2 a ^ 12 x - w — 6 iuego de cancelar — 2, que es 

coprino con 11. Por 9-39 iii) es x — l u “ 2 .f- 6) = ~ 6 una solucion. 

Resulta K 3 ei conjunto de las soluciones 

9-41. i ) ~ - j =ab~ l +cd~ l =ab~ 1 d~ l d + erf' 1 b' x b = (ad+bc) {bd)' 1 = 

_ ad + b c 
bd 
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-ah' 1 cd 5 = (ac) (bd) 1 = -rr^ 


c a , b 

d b b 


<l + £. 

d d 


a + b c-bd 


9-42. Sean Kj y K 2 subcuerpos de K. Como 1 e Kj a 1 e K 2 , es I e Kj n K 2 , o sea 
Ki H K 2 # 0. Ademas K, CK a K 2 C K =» Kj O K 2 C K. Mediante la con- 
dicion sufieiente 8.4.2., el lector puede demostrar que (Kj HK 2 ,+) y 
((K t n K 2 ) ~~ f 0}..) son subgrupos de (K,+) y de (K — {o},.), respeetiva- 
mente. La distributividad es consecuencia de que K, OK 2 CK, 


9-4J. 1 1 n - i ^ x -r v v - 


u + v h > => + v h * 1 > irltiLL 1 - 

' -ih 


En etecto, (x h - y h ) (x-y)> 0 =*• x hr 1 + 1 - v .r h - x ,v h > 0 => 

=>xA + x h >' <Zx h ~ l +y h * 1 =>x h ~ l tx/ +x h y + v ft ’ 1 <2x h * 1 


+ 2 V h M -X (X h +y*) + V (x h + y h + y h * * ) 


=> (x+y) (x ft +y" ) < 2 (x“ ' * +>- * 
Por la hipotesis inductiva 

x ^+y h+ l >(x h +/) iL f Z > 


(x+y)* x+y _ (x+y) h 


9-44 (Q ( V3) , + , .) es un subcuerpo de (R . + Basta probar que (Q ( V3) , +) y 
(Q( >/3) —(0) ,.) son subgrupos de (R +) y de (R — f0} ,.), respectivamente. 
(Ver 5-7). 

9-45. i )(nx){my) = (x ... +x) (y+y-f ... 4y) = x y 4- xy + ... 4-xy = 

= (nm) (xy) 

ii) ine) (me) = (nm) (>c) = («m) e 

9-46. i £ px = ipi ) (ex) ~ ( pe) ( 1 x) - Ox - 0 

Debe not arse que p y 1 son elementos tie N y no de K 

ii) Si p no fuera pr:.,tO. admit in a la dcscomposicion p Pz * con I <p % ' p 
y 1 <p 2 <P- 

Entonces p e - ( p x p 2 ) e = (pi p 2 ) (c ? = e) = 0. Y come no 

existen divisores de cero, resulta pi v p 2 e -Q:o sea. la caracteristh 

ca es pi o p 2 , lo que es contradictorio con la hipotesis. 

9-47 (x 4- v) 13 = v p 4- w ) vP_t y* +/■ Todo termino del desarrollo de la 

L . Cp) _ P i P * 1) i P — i + l) , 

sumatoria tiene coeticiente ^ . J -^ j * donue la 


donde la 



^158 


RESPUESTAS A EOS TRABAJOS PRACTICOS 


caracteristica p es un factor. Por 9-46 i ), tales terminus se anulan y resultan 

(x -yY ~x p +y p . 


9-48. i ) El conjunto|xe Q f /x 2 < 2| carece de supremo en Q 

ii ) Sean x = — 

Q 

=* nps — qr>Q \ qr >0 => n — — >Q => nx> — 

9-49. Ver 6-66 v 6-67. 


q e ¥ = — . Tom an do n>qr se tiene nps >qr => 




9-5^. i ) Sean A, - a n , . . . , con / € N, tales que i ^ A f O A, = 

Definimos 

/: 2 Aj mediante 
i— 1 

i— 1 * «s 

f if) ~ £ «/, + /■ Como/es biyectiva, results Z A* numerable. 

ft-1 i 

ii ) Sean A x : 

: 

A 3 * 




5*r 

* i* .... 

* 





a 23 

a 2n .... 

10- 

<*32 

a 33 

• 1 • &3n .... 



Ordenando segun el proceso diagonal de Cantor, resulta Z A* igual a la 

i= 1 

union de una fain ilia numerable de conjuntos finitos, que es numerable por 
i )• 
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l OS. Sea e 0 una raiz, eon mcd i p,q) — 1. Se tiene j E j + S a s f 'E ) = 0 => 

=» p n + q n (ao+ai + «n- 1 0 =» p n + a 0 q n + 

h q n l * / , 

+ a, pq n ' x + . .. +a n .i p n ' 1 q =0 => p n +q (a 0 q n ' x +a, pq n ' 2 + -. . + 

+ p*' 1 ) = 0 p n +q s — Q => -q s = p n => q \p n y siendo p y q copri¬ 

mes, es q |p , esdecir q — t\. Luego ~ eZ. 

9. i ) Considerar la ecuacion x 2 — 5 — 0 y verificar que carece de raices enterts. 
ii ) Si d es la diagonal y a la arista, se verifies d 2 = 3 a 2 => ~ 


Haciendo 


— = jc, considerar x 2 —3 = 0. 


/0-/0. Seap eZ rafz de la ecuacion, Entonces 

p n +a n . x p n ~ l +a n . 2 P n ‘ 2 + —* + =* 

«► p. s + * 0 con s = a n „i p n ~ 2 + ... + &i p(-s) = a 0 ■* pU* 

/0-/A Considerar i. eQ con mcd (p,p) = 1. Si fuera rafz, al sustituir se llega a 
4 

£ = ±io — =+ — , valores que no satisfacen a la ecuacion. 
q q 3 

/0-/2 Sea s/2 + -s/5 = .t =» 2 + 5 + 2 VlO = x 2 => 2 VlO = x 2 - 7 => x 4 - 
— 14x 2 +9=0 tiene como rafz a\/2+ \/5^ pero carece de raices enteras. 

10-13. En efecto V f V; se verifies: 


Para n/ 2:< 
Para VJ:< 


1 

io ; 


y h 

1 

1,4 

1,41 

2 

1,5 

1,42 

1 

1,7 

1,73 

2 

1,8 

1,74 


1 

10 / 


<3 + IF =a\ 


10-14. 






vi) (x+2) {x -1) (jc—2) jc < 0 ^xe(-2,0) U (1,2) 




Extreme; inferiores o infimos: -4, no tiene, -V5 no tiene, no tiene, -2. 
Extreme! stipend res o supremos: 0, no tiene, V 5 , no tiene, 12. 

/#-/ 7. \/ 5 < %/T -*• vT. 

( etas inferiores son ios racionales menores o iguaies que 0; colas superiorexson 
los may ores o iguaies que 1. El supremo es 1 y el ultimo es 0. 

10-19, i ) Cota superior es todo real mayor o iguai que \ZT. 

Cota inferior es todo real menor o iguai que 0, 

Supremo es \/2; rnfirno es 0. 

ii) B = (~°°, — v2]U[ y/2 , 4 °°), No esta acotado y carece de extremes. 

iii) C = | yJ2 , 4- 00 ). No tiene cotas ni extreme superiores; esta acotado 
inferkrmente por todo real menor o iguai que yfl, y el ultimo es y/2. 
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10-20. Sea c eC =* c = x + >’ con x < a a y < b -*• c < a + b - a + fc es cota su- 

V £°> 1), 3 x e A a 3 >eB/«<x+£,A <>■ + £, y a c* « otra cota 

superior de C, entonces 0 4- Z> — 2 £ <x 4-y < c , o sea a b^c 
Luego a 4- b < 

70-.?/. 3 x 2 - 2x - 1 < 0 =* 3 (x- l)(x+ -Q< 0 ^ xe ("J’ 1 )' 

Infimo es - ~ , y supremo es 1, 


< el mpremo no seria lo que es absuruo. 


10-23. HI. v r a=x a - *=x" a x =y m - a =(>■")" «>- m " 


IV. v'tr = x =» a m =x" =*■ ct mp =x np 


, x= n !/tf*P 


10-24. i ) ia.b) = [<z.7>] ~ ~ [a.b\ ~ [0.1 j 

Porque !a diferencia entre un conjunto no numerable y ur. conjunto a lo 
sumo numerable, es conrdinable al primero. 

ii ) Dividimos el intervalo [0,1) en n partes: 


a i d% 


n £ 

Se tiene [0,1) = 2 \a t . t , a,-) = ~ B, 

Vj = 1 , 2, ... , « es A,- ~ Bi =» 3/i: A, -»• B, biyectiva. Defmimos 

f : £ A, -*• £ Bj mediante /(x)=/j(x) si x e A,-, la que es biyectiva. 
i=t „ f=i 

Luego - A, *•*[0,1). 

*~s 

) Consideramus en (0,1 )\ sucesicn “ i ^ **** 



Se tiene A* ~ [a j ,flj)VieNy con el mismo procedimiento utilizado en 
ii ) resulta w A,- ^ [0, l). 





RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACTICOS 


10-25. i ) 2 sf6 


ii ) log 2 5 = log. 


10-26. i ) 2 V2 


ii)V r 3 + V r 2 ; - j (1 +V r 2+-/I)(2 -v/T) 


10*27. i ) Aplicando 10.9.2 iv) 

leg+ log 2 (2 x) 3 — logr^ = 1 

(2x) 3 =2 =» *= 

ii )(12)* = 11 + 1 => x=[ 


10-28. 4.4 V — 3.4* = ! =* 4 y = 1 =#• v = 0 


10-29. x s * =x x/2 a x¥^l => VT ; 
En R* son soluciones 4 y 1. 


=»4x=r => * = 0 V x = 4 


!Q*40, Sustituir log* x por en la primera ecuadon y se llega a 3 (log* v) 2 ~ 

" 4 log* v + 3 * 0, que carece de rafces en Rporque A = & 2 — 4 sc = — 20. 

Si la primera ecuadon tiene segundo miembro igual a , el sistema admite 
las soluciones (2,8) y (8,2). 



TRABAJO PRACTICO XI 


11-16. (8 + 2 v'l) +(2 + 3 v5)i 

11-17. a)z = — 1 — 2i b) z = - 1 + i c)z = l-i 

11-18. a)z = 4 1 b)~l+s/6i c)2 V5 + i 


11-19. a)z=-i b); = - 


1 1 


c)2 = - y + y ( d)z=~i 


//-20. a)z = -y + y VlT* b)z = l-7i c)z~ 3 + 3 » 


/ 1-21. a) z = ±(1 + 0 b)z=±(3-2/) c)z = ± (V2-VT+ / V2 ■ 

11-22 a) z l = 2 (cos 30° + i sen 30°) b) z 2 = 4 (cos 240° +1 sen 240°) 

' c) z, = vT(cos 225° + (sen 225°) d) z 4 = 3 (cos 270° + i sen 270°) 


11-23. a)Zj = — 64 


b)z 2 z 3 = 4 \/2 (cos 105° +(sen 105°) 


1 1 


d) zT = 32 i 


11-24. z 2 =4 i _ 

ll-25.f(z) = az 2 + bz + c=az + ^z + c=az 2 +bz+c = 0 = 0 
//-26. lz 2 — z| = [(sen'a — cos 2 af + (3 cos a + sen 2a) 2 ] 2 
2 1 

11-27. a =- y , b = y 

7/-2& 1,(.-1,-i. 

11-29. z, =3,z 2 =-1+2 i 

6 3 . 16 , II,- 

l/-iftz= l3 - u *>3'= |3~ + i3 ' 

//-i/. a) -z+z=0 = 0 = -F+z=-z+z =w+z 

Cancelan do 1 resulta - z j= - 2_ ___ 

b) z x - 22 =2i + (- 22 ) = -i +(-Z 2 ) = Z! - Za 
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RESPULSTAS A LOS TR ABA JOS PRACTICOS 


C) Uil=i 2, *-2 +Z 2 |<|Z! -Z 2 | +U 2 I 


Luego |z!| - |z 2 j < |z! - z 2 | 



11 SI U+rl' + u - zf = (z+z‘) <z+?) + (z-z ‘) U-?) = 

zz Srjti* -LVz + zV + zz - ziF*— + z'z 7 '— 2 |zr + 2 1 z’i* 

/ 7-34 i ) n = 1 => (cos x + i sen x) 1 = cos x 4 / sen x — cos I x + / sen 1 x 
ii ) (cos x 4- 2 sen x) h = cos hx 4 i sen hx =* (cos x 4 i sen x) h T 1 = 

= cos (7»+1) jc +1 sen (£4-1) x 

Aplicar al primer miemhro de la tesis la definicion de potenciacion. y luego 
la hipotesis inductiva. Ver 11.9.3. 

11-35. i ) Esta resuelto en 11-10. 

ii) Aplicar 11-34. y cubo de un binomio. Igualar despues las partes real e 
imaginaria. 

11-36. i ) Siendo 1, w y vv 2 las rafces de x 3 - 1 - 0, es w = w 2 y ademas 

1 4* w 4- w 2 = 0. Entonces l + vv 2 — - w => (1 4- w 2 ) 4 = (-w) 4 — 

= w 3 w = 1 w = vv 

ii ) (1 - w4w')(l + vv - w 2 ) = [ 1 4- (w - vv) j [1 - (vv - vv)| = 

= i — (vv — vv) 2 =1 - vv 2 4 2 wvv - w 2 “ i - w 2 + 2 ww 7 - w 4 = 

= 1 - w 2 - w42h? 3 = 14142 = 4 


11-37. i ) w = ±(l-4i) ii ) w = ± (3 — 2 /) iii) w = ± ( VTo + ^2 0 

.... 3 - 22 ± vT^TTn^TdJ 

7J-J& i ).ti —1+2/ # x* ~ 1 - I n)x - -—-— .. 




4 i i J v. 1 > p — V 


Wig — V 4 viA I - 


conJt *0, 1,1,3, 

.. ^ 270° + 2*ir , . 270° + 2ifcir 

u ) 9 = 1 , 2 ; 0 ° , vv fe = cos - - -y—-— + i sen - y —-— 

con k - 0, L 2. 

iii) p = 8 , p = 0 ( w fc =2 cosj^--^-— 4- i sen , k - 0, 1, 2. 

. w ^ „ , nn 3,/"=r /"SO 0 + 2 k ir , . 30° + 2 * * ^ t 

iv ) p = 2 , p = 30° , w fe = v 2 cos ^--— 4 -1 sen --— J y k = 

= 0 , 1 , 2 . 


TRABAJO PRACT1CO XI 
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7 7-40. i ) p = \[6 , <p = 315° = -j tt , In z « In \/6 ^4 i tt 4- 2 A: ttJ 

i i)p-e , ~ i t , In z = 1 4 / 71 + 7 k n j 

iii)p — 4 , ip-0 , lnz = In4 + 2fctf/ 

En todos ios casos A;6 Z, y el valor principal se obtiene para k = 0. 

1141. i )!n vv = (1 — /) In ( V2 — i). Para e! logaritmo es 3* ^=arc 
tg —“ en el cuarto cuadrante. 

Luego vv = e * 1 

r 7T l 

ii ) in w = 2 i In 3 / = 3 / i^ln 2 + i j - 

•5 -^7T^3iln2 

= - ~~ 7T 4 3 / In 2 => vv = e 2 , 


iii) In vv - — In (1 ~ i s/3) 

i 

— — ; ( | n T + /H — ) ~ I ! 3L — j In 
*, ‘ 6 ^ * * 6 


77-42 i)r = 0 ii) z In 


f l , . v3 
T “T 


lM3, i ) Resoiviendo la ecuacion cuadratica en x ! , se obtiene x* - 1 + i V 
=s i — L de donde, despues de aplicar logariimos, resulta 


ilns/2 7 4 “*V 2 

V x — e 


rr 1 ± V^T 1 t I vA /J 1 , . vA 

ii i.v'A- —v-= —-- * v3 = 3 +« ~Y 



11-44, i ) Es ia recta, x =— - 
ii ) (x.y ) / — 2 <y < 3 j 

iii) j 2 + 1| > 2 =» (x + l) 2 +J 2 >.4. Es el exterior de la circunferencia de 
centro (-1 , 0) y radio 2. 

iv) {W)/~ \ <*<Y A x 2 +/ =4} 
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RESPUESTAS A LOS TRABAJOS PRACT1COS 


v ){(*>, p)/ 45° <*><135° a p< 


Vi) jx 4 -yi- 1 + 1 } = 2 => (x - l) 2 + (y + l) 2 - 4. Es la circunferencia de 
centro (1 > — 1) y radio 2. 

11-45.1 )\z+l\ 2 = (x + l) 2 +/ (1) , |z- 1| 2 = (x - If +y 2 • Restando 

estas igualdades: tz + 1 i 2 —|z — li 2 = 4x =*■ 

=» 3 (z +1|- |z-ll)=4x =*• |z + 11 - 12-11 = y x (2) 

Como |z + 1| + |z - II = 3 (3) , sumando (2) y (3) se tiene 

^ ? . , , y 

\s + 11 = | x, que susuuncio en v U conduce a ^ ^ -* 


la elipse de semldiametrosa = -y ~ 

ii) Luego de elevar al cuadrado y operar algebraicamente se llega a 
f x 2 + y 2 f —2 c 2 (x 2 — y 2 ) = G y en coordenadas polares results 
p 2 — 2 c 2 cos 2 ip = 0. Es la lemniscata de Bernoulli!. 

/M& Tener en cuenta que cos Jhc ~ 2 ‘ 

Efectuar 2 I cos fa = £ «** + f e _ifcx mediante las sumas de los n 
fe =1 fc=l 

primeros terminos de las dos sucesiones geometricas. Luego de operar se Ilega a 

rt e i{n+l)x _ e -inx 

1+2 X cos foe - 7z —:- 

k -1 e lx — 1 

/ 1-47. No es una identidad. Basta dar un contraejerplo: z * 2, w « 8. 

VT 

/ 1-18. z =-x/5+V2i =»I=-v / 5-v / 2'f =» p=V^7,ip = arc tg en el tercer 
cuadrante. Se aplica la formula In z = In s/7 + / (^ + 2 fc it) 
i /~/9. i ) e 2 = e w => e 1 e ,y = e u e lv => x = u a y = i> + 2n» »»z=z+yi = 

= u. + (v + 2 nff)i=n+n' + 2nffi = w + 2«ffJ=»2-w = 2n»f/ con 

«eZ. 

ii) z — w = 2 h X / ; =»z=w + 2«^z=^ , c^=c ui 2nm =>c 2 =c .1 =* 

=* ^ = e 1 " 

1 1-50. i ) 2 cos z = e ,s + «r * = e i(x+iy) + e- (x * yi > = 

= e~ y (cos x + i sen x) + e y (cos x — / senx) = 

= cosx (e y + e~ y ) — i sen x (e y — e~ y ) = 

= 2 cos x chy — 2 i sen x sh y =*■ cos z = cos x eft y — i sen x sh y. 
ii ) Utilizar el mismo procedimiento para sen z. 


TRABAJO PRACriCO XI 
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11-51. i )2-2 = i =>>'= T ■ Resulta {<*■*>ly = t) 

2 2 _ o _ V 2 - 2 X + V 2 = 0 => X 2 ~ 2 X + 1 + 

11 * 1 + ^ Oc - \ f +y 2 = 1- Es la circunferencia de centro (1,0) y 

radi ° \ _ . n . i.iz _ , + y 2 = 1. Es la circunferer- 

i^J-z' 1 = 0 =>zz — 1=0 =>jzl -1 •** + ' 

cia centrada en el origen, de radio 1. 

. _ 2 <_ i n x 2 — v 2 + 1 + 2 xv i = 0 ^ 

iv^" 1 +z = 0 ^ + 1 ^ u x ^ 

x 3 - V 2 +1=0 A 2 xy = 0 =» 

„z _ r 2 -=i a (.v = 0 v y = 0) =» 

A 4-0) V (/-**=! A >’ = °)^ 

2(V=±1 A X — 0) v (-X 2 =l A 

V ) + : e R ==> {X ^ o ^ ~ ’ ' * : centro en el origen. y el qe 

Es la union de la circunferencia de 

real salvo el origen. 

..2 v . 4 . w = v : — v* — 2 xvi ** 
vir= ^ ^ x + v/^ix-yi)- ^.x+ic-x / 

=* (x 2 - v 2 - x) + (- 2 xv -y) ? = 0 -> 
x 2 — x — y 2 *0 A y (2 x + 1) = 0 

viiliz+^ + 2+i +V->-4.v + 4 - 

=>x + i y +1 r =x y< > + -> * ■ 4 > 

* 2 .v + 3 = 0 - v = • R ^ ha { {x - v) y = " T / 


y/-52. a) f r* = i +1 + * 2 + • • • 
* = ° MR, mo iot 

b 

k^l 


+ i i0 ° 

„ ^5050 




i 4 . T ! = Iz I + U 2 ! hay que probar que existe a > 0 en R, tai 
U ' 53 ' "=«" Si alguno es 0 la propiedad se cumple obviamente. Supongcmos 

entonces Zi # 0 y 22 4 * 0. 


, ,J _i,.| 2 -fiz.l 2 +2iZ|C ; i =» (Z l +C;)(Cl+-2) 

= |: 1 i 2 +I=j! 2 +2Ui 2 ? I ~ 2 R eUi-2>--'-i-*' - 

=*• Re(z, z^) =| 2 , z 2 ! U) — =(XH + v .v) + i(yu-xr) y poi (D, 

Sean z i =x+yt a ^ "• - 

se tiene: , 2 w - 0 =» yu =xv. De los casos 

(.xu+yv) 2 -(xn+ytf +(J«-^) ” x + yi JjL v + vi = 

posibles consideramos v ^ 0 => x - y - 1 l? 

= -i (« + IV) = a-2 



RESPl-ESTAS A LOS TRABAJOS t U AC lICOS 


AhoraMcn,corooRe( 2l 2 2 ) = |z.llz 2 l =* R c (« 2 2 F 2 ) = laz 2 | |z 2 j 

=^tt|Z;| 2 =|aiU 2 | 2 =Ha| = a => a e R + !U ^0^. 


11-54. i )z 


_i_vT_ i . i 

V3+j 4 4 1 ^ P~ ~2 A ^=210° 

~ CyJ ^ cos + 1 sen 840°) = ~ ( cos ,20° + / sen 120°) = 


(-cos 60° + i sen 60°) = 


16 ' .~ ' 16 V 2 ' 2 

)z - - - -- -£._1 _ _ a | + / 

sen a - »sen a_ sen a 1 -" / sen a V™ 

Para ! + : es p = V 2 , * = 45”. Luego 

4 _ a* 4 ___ 4 

- - <<-'os 180° - / sen 180°) =-£•— 

sc,! a sen a 


f- i +/ vX). -I t ,VT 
h i > 2 J 32 + * 3’ 


iii) 2 = - 


Paral+j es P-V2 y >p= 45° ; para VT-/ es p=2 v ^=330° 
, = - [jen 4S°) _ ,4_ 4(cos90° + /sen9n°> 


2 fcos 330° + / sen 330°) 


16 (cos 1320° + / sen 1320°) 


= 4 -_ - _J i 

4 cos 240° + i sen 240° 4 -cos 60° - /sen 60° = 

= -!-1_ i s/1 1 

4 _J._yVT -2-2/1/3-2 f 1 

2 2" 

' /•« i ) - v? +F w = zw + rsr*2 /te (r (?) - Re (rw +Fw) = :i + ; W , 

“ >2 >V-2 W =2 W~Z W=2ilm (2 (?) =>/ m ( Z W — Jw) = 4 (2 (?-"i W ) 

// ' 5tf 'mcdp e nT, T biCa f imitiVa de *’ entonces ^ tambin lo es pues 
(- ? ) 1. Temendo en cuenta que 1 + w + w 2 =0 (ver 11-57), resulta 

( 1 ” W) (I — l-2 2 ) as ? — w ,2 M 3 _ * , ~ . 

* ■ 1 W H W - I •“ IIV ir W) T ! = 2- (— ! ) = 3 

Para .#? > 1, $j w es raiz »-<sirna i ? _ ... ^ « 

- J P S ' 1444,il *r ** i * *" U* V wOISii) 

U + w+w* +... + /- 1 ), l-H-)= 1-^=0 
resulta Hwf u> 2 f ... + vv «~1 = q 


m * t- 


x 4i F2 r + r_ i . vs]- 

2 2 ) v T ~ l ~) '■ 

■* 2 / J [l 2 


= l fe + 1* = 2. 


TRABAJO PRACTICO Xil 


12-20. I )a = 2 , /> = 3 , <• =®4 

ii ) J — 1 , ib = — 1 » c = “■ 1 

/2-2/.1 )2P-Q=4X 4 +2X 3 +JX + 5 

ii) P . Q = 1 X s + 1 X 4 + 3 X 3 + 5_X 2 + 1_X + 3_ 

iii) p 2 _ Q = 4 X 8 + 4 X 7 + X 6 + 4 X 5 ^ 2 X 4 + 5 X + 4 

iv) g (XP + 2 Q) = 5 

1-2-22. 6 + 6.7+6.7 2 + 6.7 3 

12-23. No existen ya que en R [X] si A es de grado positivo, entonces de A 2 = A se 
deduce gA + gA' — gA => gA — 0. lo que es imposible. 

12-24. i ) C = —2 ; R = -2 

ii) C =—1 ; R = —X 2 — 2 X + 3 

iii) C = 0 ; R = 2 X 2 — 1 

12-25. imponiendo ai resto On 2 + 2 m + 1) X la condicion de ser el polinomio nulo, 
resulta m — — i 

12-26. i )C= — «X 2 -a 2 X ; R = -l_ 

ii) Tener en cuenta que el opuesto de 2 es 3. Se obtienen 

C = 3X 3 +4X 2 +JX + 3 ; R =T 

iii) C = /X 3 + X* + (—2 -/)X + (—1 + 2/) ; R-2 + 2/ 

iv) Despues de dividir el dividendo y divisor por tres se obtienen 

„ . R 64 „ ,, 

t = a* — J k +• / y . o sea I s , « 

3 -3 

12-27. Aplicando 12.6.2 se obtienen: 

i ) X + 1 ii ) X 2 +4 iii)X n -i 

12-28. Especializando X por a, se obtiene 

R = P («) 0 (a) - P (<*) Q («) = 0, es decir X - s 1 P Q (a) - P (a) . Q 

12-29. En los tres anillos de polinomios se obtiene P = (X+2) (X-2) (X+4). 

12-30. Puede aplicarse 12.11.1, o bien por computo directo las ratces son ± s/l. 

± V3- 
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RESI’UKSTAS a LOS 1U ABA JOS PRACTICOS 
.* > U. Lasraicesde P -X 4 -lO*_±JLf on _ 

iy fel7Z =*>/<&*>&? =±bT2±sf3) 

12-52. De acueido con 12.9.2., si a es raiz doble de P.esraiz deP’ = 3x + 4< 4. 


De P’ son raices 


„ 'l . La primera es raiz doble de P y resulta P - (x + 


+ 2? (x - 2). 

. Basta efectuar P*(X-a») (X-ota)(X-oj)(X-a.) - 
■ ,4 , . V '3 i.i. x~ 4-a.X+an .donde 

— A T ' «3 - * ' 

a? =• - ia. + a 2 +-<*3 + 

CK-*» 4- Ct\ % + * * * * ^4 

• -cai ftj co' + ..._+«*«>«*> 

j„ = ot, Q.; a. 3 04 . Ver 12.12. 

i ) A es irreducible en Q [X] peto no en R [X] pues A = (X -</3)(X 2 + 
4- \'3 X v^) 

u iBes irreducible enambcs audios pues Z > 2 ~ 4 ec< 0 . 

m)C = <X + 1)(X- 1)(X 2 + X+ l)(X 2 - X+ lies reducrble en Q {Xb en 

R Lx}. „ .. 2 

/2 ib. Si a 2 = 0, es trivial. Considerando a 2 * 0, se tiene ? = a 2 [I X + ^ J 

_ Si A > 0, entonces P es reducible. Luego P irreducible implica A < 0. 

Recioroeamente si A < 0. entonces P es irreducible en R [X], 

,,., 7 . p = x a > 2 X - 4 e Q tX] con A = 4 + 16 = 20 > 0 , y es irreducible. 

P =3 X 2 + 4X4*1^ 

1 ) Reflexividad: B|0 =* »A~ A T£~-A-A’~A 

Simema: A~A ^BIA B)A _ A . % B | A ’ — A ” => 

Trans it ivi dad: A . A a A , 

BiA'-A ^ A -A . 

.. . v r.p f rs r^i / A Vy como P ~ A =*• BlP A => P A 
u PeXlXj/r ^ ^ . /c K r X i\ 

^p = A + CB. Luego X A — { A + CB / l i / 

/ w/l Probar, comoen 5-12 y 5-13 

*, r c* *=> A 4* C A* ~P C 

i ) A '' A A ^ ^ 

ii > A - A’ a C - C’ =» AC ~ A C’ 

i2 .4 /. Demostrarlo en las siguientes etapas 




TRABAJO PR ACT ICO XH 


i ) I es un subanilio de K [X] 
ii) Q e 1 a PeK[X]=*QPel 
1 se llama ideal generado por A y B. 

Se.f 1.) con I1 U u„a familla de ideales de K (X], Con .1 eriterio utiltt.do m 
tu . p“ *. que ( 0 t,..««subanillo de K [XI. Fa... demos,™, de aeuerdo 


con l -.o 

A ,ni, a P.KW-AFen,, 

lo que es inmedia to. 

,2-aSe.„I-<SA l+ TA,/S . T eK [X] i./Ol, U ime.seeeidn de «*«*» 

a \ — i a 4.04, a A« — U Ai t 

??: rjrTi k ;« ^ * *>v. 

consecuencia fl !j C l. Falta probar que icftl, y para ello es sutrceme 
demostrar: P £ 1 ==> P £ Oli. 

/j )x = ~2 VT. Las cuatro raices cuartas de i se obtienen mediante 

/ip+2kn . . ^+2*ir' 

w*=Vp cosf- 4 — -4 J 

donde p=l,^ = ~ yfc=0, l,--3- ^ 

a, x 3 + x 2 + x + 1 =x 2 (X + 1 ) + <x + D = (X + ikx- + D» 0 

Resulta x t - — 1 , *2 = »*3 ~ ? 


iii) / X 3 + 1 — 0 X 3 


J_ - — i s> x = En este casop- 1 > 


3 I. Se aplica la formula de la parte i ) para k 0 , 1 , 


12-45. i 1 x i +.<2-0 =, ‘ 


7 {in - l) 


= 0 => m = 1 


ii s ) x i x 2 = 1 


\ t=> m •= 


iii)A-& l -4ac = 0 =* 49 (m ~ l) 2 — 32 m - 0 
se resuelve esta ecuacion en nt 


va + a , + «, = -2 se tienea 3 = - 1. Por otraparte. 
^ 1 > C d n: ? a : :L + t a ; i i ,=l « deduce que , «, son las raices de la 
. ecuacion t* 4* t + 2 — 0 y resulta 




T - 7 'VT- 



RKSPUESTAS A LOS TRA3AJOS PRACTIC'D S 


ii)De cti a 2 = 1 y a x a 2 = — 1 se obtiene a 3 L Entonces P es 
divisible por X 4 1. La aplicacion de la regia de Ruffini determina el 

codente C = 2 X 2 — 3 X ~~ 2 , cuyas raices son gjj = 2 y a 2 - —. 

12-47, i ) Operando convenie nt emente se obtiene 

- bx (b + x)~ a (a + b + x)(x + b) =*► 

(V 2 +ah ■f ax) (x 4 b) 4 bx (b +x) = 0 =► 

=>■ (x 4 b) (a 2 4 ah 4 ax 4 6x) = 0 «> 

=> x 4 5 = 0 v (a 4 b) x 4 a (a 4- b) ~ 0 =*• x - — & v x = — a 

si ^ 4 d *= 0. 

ii jf Haciendo x' ” y, se resuelve 4 2y v 4 1 = 0 y se obtiene y i ^y 2 ™ 1 * 

Ltugo x “ siendo p = 1 y £ ~ rt. 

12-48. Considbrando la condicion a y - 2 a 2 y las relaciones entre coeficientes y raices, 
se obtbne m = ± 6. 


^ 4 2 4 4 2 

/2~/9. Como l«i + a* 4ou 4 a 4 Y ~ I a* + 2 L a, a.% se tiene(—3) 2 = E <*, + 

*S£l * ‘ 



72-50. El camtio de variable x ~y — 3 conduce a (jy — 3) 3 —3(y — 3) 2 4 2 ( >> — 3) = 
— y 3 — 12y 2 4 45 y — 60. 
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